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Abstrakt

Tato prace je zamérena modely délitelnosti v riznych soustavach a v Gaussovych obo-
rech integrity. Je zde stru¢né popsan historicky pohled na délitelnost, také vlastnosti a
kriteria délitelnosti s jejich vysvétlenim a odvozenim. Dale se zde nalezne délitelnost ce-
lych ¢isel v soustavach o riznych zakladech. Na zavér zde mtizeme nalézt zakladni vlastnosti
delitelnosti v oborech integrity a modely Gaussovych obori integrity.
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Historie délitelnosti

Zacatky déleni mtzeme sledovat od té doby, kdy se ¢islo 10 zacalo vyjadfovat jako
"polovina téla”, coz se objevilo v dobé paleolitu.

Matematika v Ciné

zit kazda horizontalni rovna plocha, na které se do sloupcti sestavovaly pocetni tycinky.
Tyc¢inky nebyly delsi nez 15 cm a silnéjsi nez 0,5 cm, vyrabély se ze dfeva, pozdéji z litiny a
pro zamozné ze slonoviny. Jedny a tytéz tyc¢inky zobrazovaly ve vodorovné poloze jednotky,
stovky atd., zatimco ve svislé poloze desitky, tisice atd.

Nejprve obé cisla vyjadiime tycinkami vedle sebe. Potom tisice druhého sc¢itance pfi-
¢teme k tisicim prvého, dostaneme 14 876 a z druhého sc¢itance zlstane jesté 647. Pak
pricteme stovky druhého sc¢itance ke stovkam prvého mezisouc¢tu. Obdobné nalozime i s
druhym mezisouc¢tem a desitkami druhého sc¢itance atd.

Pf. Secteme 9 876 a 5 647

15523 0
15516 7
15476 47
14876 647
9876 5647

Pf. Seéteme 13 852 a 4 715

18567 0
18562 )
18552 15
17852 715
13852 4715

P1i nasobeni cisel, tfeba 234 a 24, ¢islici nasobitele 24, kterda mé nejmensi desetinny
fad, polozime pod tuto ¢islici nasobence, ktera mé nejvétsi desetinny rad, a néasobitele
nasobime hodnotu této cifry nasobence, tudiz dvéma. Vysledek 48 se vlozi do stifedni
radky. Pak posuneme nasobitele 24 o jedno misto doprava, v nasobenci vynechame ¢islici
2 a 24 nasobime tfemi ve dvou krocich - nejprve nasobime 2 - 3 a 6 pripo¢teme ke 48



(obdrzime 54), a potom 4 nasobime 3 a vysledek 12 pfipoc¢teme k 540 - tak ziskdme 552,
a podobné pokracujeme dale.

Popsany zptisob pocitani se lisi od dnesniho tim, Ze se pocetni titkony provadéji nejprve
nejvyssiho fadu postupné prechazime k nizsim raddm.

234 1234 134 34| 34 | 4 4 4
48 | 48 | 54 | 552 | 552 | 560 | 5616 | 5616
24 | 024 | 24|24 24 | 24 | 24 | 24 24

Pr. 2561 - 347
Do horni ¢asti tabulky piseme nasobence, do dolni nasobitele a doprostied mezivysledky.

2561 | 2561 | 2561 | 2561 | 561 | 561 | 561 | 561 | 61
6 68 | 694 | 694 | 844 | 864 | 8675 | 8675
347 | 34T | 347 | 347 | 347 | 347 | 347 | 347 | 61

61 61 61 1 1 1 1
8855 | 8879 | 88832 | 88862 | 88862 | 88866 | 888667 | 88667
347 | 347 | 347 347 347 347 347 347

Pted zahajenim déleni se urcuje pocet mist v podilu, coz odpovida nasi poloze desetinné
carky. Délitel, jehoz odpovidajici fady jsou nejprve polozeny pod fady délence, se posunuje
tak dlouho doleva , dokud prvé ¢islice délence nevytvori co mozné nejmensi ¢islo prevysujici
délitele. Potom pocet sloupct , o kteryz jsme posunuli délitele, zvétSeny o jednicku dava
pocet celych cifer v podilu. Pti déleni se zbytkem ziistane na pocitaci desce nakonec cela
¢ast podilu, pod ni zbytek a jesté nize délitel, takze bychom mohli ¢ist vysledek jako celek
s psanym zlomkem. V ptipadé, Ze délenec je mensi nez délitel, posouval se pochopitelné
délitel vpravo. Pocet mist, o ktera by byl délitel posunut vpravo, pak dava rfad podilu
v desetinném zlomku. Kromé vypocti s pomoci pocetnich pomiicek se v uzsim rozsahu
pouzivalo i pocetni paméti. Znalost nasobilky 9x9 se stala nejpozdéji v 8. stoleti pred
n.l. soucasti matematického vzdélani. Dochovaly se tabulky, psané lakem na dievénych
destickach, obsahujici souciny od 1x1 do 9x9, archeologové je zafazuji do 1.stoleti n.l.

V Ciné byly odedavna znamy i zlomky typu m/n. Zlomek m/n zapisovali jako ”m n-tych
dila”.

Operace se zlomky, provadéné rovnéz na pocitadle, byly v ¢inské matematice rozpraco-
vany velmi podrobné, pfitom se Siroce vyuzivalo kraceni zlomkt. Svédéi o tom skutecnost,
ze prvé ukoly ”Matematiky v deviti knihach” jsou vénovany praveé kraceni zlomki a pred-
chazejici partie jsou vénované jejich sc¢itani a odcitani. Pravidlo pro kraceni rika: ”To, co
muzes délit dvéma, dél dvéma, jestlize neni mozné délit dvéma, pak urci velikost citatele a
jmenovatele a odecti od vétsiho mensi, pokracuj vzajemném zmensovani, dokud neziskas
stejnd cisla, timto stejnym ¢islem krat”



Pi.
354/123

354/123, 231/123, 108,123, 108/15, 93/15, 78/15, 63/15 48/15,
33/15, 18/15, 3/15, 3/12, 3/9, 3/6, 3/3 tudiz budeme délit 3.

354/ 123 = 118/41
Tato cisla opét nelze délit 2, tak je budeme opét odecitat. .
77/41, 36/41, 36/5, 31/5, 26/5, 21/5, 16/5, 11/5, 6/5, 1/5,
1/4,1/3,1/2,1/1

Dle tohoto vysledku jsou ¢isla délitelnd uz pouze jednickou a proto miizeme tvrdit, Ze
jsou nesoudélna.

Toto strucné pravidlo neni ni¢im jinym nez metodou nalezeni nejvétsiho spole¢ného
délitele dvou prirozenych ¢isel pomoci tak zvaného Euklidova algoritmu, ktery lze vyjadrit
takto:

a—b-qg=mn
b—r1-q1 =1
n—2 = Th—1 "Qn-1=Tn
'n—1="Tn " Qn

Euklides nemluvi o déleni ¢isla r;_; ¢islem 7, , ale o postupném odecitani r; od r,_; tak
dlouho, dokud je to mozno provadét. Nejvétsiho spole¢ného délitele pak ziskame, jestlize pri
stalém odecitanim mensiho od vétsiho ziistane jisté cislo, které je délitelem predchazejiciho.
P1i schématickém vyjadieni algoritmu tak jak je podan v ”Matematice v deviti knihach”
musime nahradit pouze posledni fadek v pfedchozich rovnicich néasledujicim vyrazem:

Tn—1 —Tn- (qn - 1) =Tn

V tomto vyrazu se vyskytuje nejvétsi spolecny délitel r,, tehdy, jestlize vzniknou stejna
¢isla. Podle pravidla z prvé knihy ”Matematiky v deviti knihach” pocitali jmenovatele
souctu zlomkt jednoduse vynasobenim jmenovateld s¢itanci a nikdy neni ani zminky o
snaze nalézt nejmensi spolecny nasobek. Teprve po sec¢teni zlomkt kratili obdrzeny soucet.

Moderni pravidlo pro vypocet nejmensiho spole¢ného jmenovatele formuloval v 10.stol.
Abul-Wafa a v Evropé Leonardo Pisansky.

Pti déleni ¢isla zlomkem délence primo nasobili jmenovatelem délitele a vysledek déliteli
Citatelem. Antic¢ti a stfedovéci matematikové pti déleni prostych zlomkt nejprve uvadéli
obé ¢isla na spolecného jmenovatele, a potom délili ¢itatele délence citatelem délitele. Tak
postupovali jak starofecti, tak i byzantsti matematici, ale téz matematici arabskych zemi a
sttedoveéké Evropy. Teprve Michael Stifer r.1544 znovu formuloval ve své praci ” Arithmetica
integra” pravidlo pro déleni zlomkem jako nasobeni jeho reciprokou hodnotou.



V ptipadé smiseného cisla psali celou ¢ast nad citatelem zlomkové ¢asti, pii operacich
s celymi ¢isli ¢isly a zlomky vyjadfovali celd ¢isla jako zlomky se jmenovatelem 1. Obecné
zlomky s ¢itatelem riznym od jednicky se vyskytly poprvé v Apastambovych ”Pravidlech
provazce”, ale i tam se pouzivaji kmenové zlomky, piipadné i s celymi ¢isly délené kmenové
zlomky

Matematika v Indii

V Indii déleni pomérné podrobné popisuje Arjabhatta II. . Délitel se pise pod délenec
tak, aby prvni d¢islice obou ¢isel byly pod sebou a od délence se odecita vhodny nasobek
délitele. Potom se operace opakuje se zbytkem a posunutym délitelem atd. Déleni cisla
ruzného od nuly , nulou povazovali zpoc¢atku za nemozné, ale pozdéji dosli k myslence, ze
déleni nulou d& nekone¢no. Bhéaskara II. psal, Ze takova veli¢ina, jako a/0 pro a # 0 , se
nezméni, at k ni pficteme nebo od ni odecteme jakékoliv ¢islo. Krisna, komentéator praci
Bhaskary uvadi neobyéejné jemné tivahy vénované nasobeni a déleni nulou. Cim mensi
je nasobenec, tika, tim mensi je soucin, jestlize se zmensSuje nasobenec k nejzazsi mezi,
zmensuje se i soucin. Protoze maximalni zmenseni veli¢iny ji prevadi do nuly, je 0-a = 0.
Podrobné se zdtvodiuje rovnice a - 0 = 0 a odpovidajicim zptisobem nekonec¢nost podilu
pfi déleni nulou. V problému déleni nuly nulou neméli indi¢ti matematikové nikterak jasno.

Pocitani se zlomky bylo v Indii velice podrobné rozpracovano. Forma zapisi zlomkt
se témeér shodovala se souCastnou formou: citatele psali nad jmenovatele, ale nepouzivali
zlomkovou c¢aru.

Matematika v Islamskych zemich

O déleni se tika, ze je "podobné nasobeni, ale je chapano obracené, protoze pri déleni
odebirame, kdezto pfi nasobeni pfidavame”. Soucastné je feceno, ze vysledek déleni je to,
co "pripada na jednotku”.

Podle Joanna ze Sevilly znamend termin ”délit” (dividere), vétsi ¢islo "rozdélit na ¢asti
velikosti mensiho, tj. odec¢itat mensi od vétsiho tolikrat, kolikrat je v ném obsazeno”.

Matematika ve stredovéké Evropé

Bernelinus rozlisuje dva zékladni zptisoby déleni: bez pouzivani rozdili a s jejich po-
uzivanim. Prvni metodou rozumi postup, podobny tomu, na ktery jsme zvykli, druhou
metodou je tak zvané déleni s dopliikem, pfi kterém se déleni danym cisle b zaménuje jed-
nodussim délenim ¢islem c, které se malo lisi od b a je ”zaokrouhlené”. Tento postup vsak
mimoradné zvétsuje celkovy pocet operaci, po kazdém déleni je nutné néasobit doplikem
¢ - b (nebo b - ¢) a sc¢itat. Délenec se pokazdé jesté rozklada na jednotlivé fady. Jestlize
oznacCime délenec a = 10m + n, potom se déleni zaklada na rovnosti
a/6 = 10m/10 +(4m +n)/6 =m + (4m +n) / 6



Pr.
Cislo 668 je mozno délit 6 s pouzitim rozdilu 10 - 6 = 4 nasledujicim zptisobem:

600 : 10 = 60 , 60 - 4 = 240, 200 : 10 = 20, 20 -4 = 80, 60 + 40 + 80 = 180,

100 : 10 =10, 10 -4 = 40, 80 + 40 = 120,

100 : 10 = 10, 10 -4 = 40, 20 + 40 = 60,
60:10=6,6-4=24,20:10=2,2-4=8,8+ 4+ 8 =20,

20:10=2,2-4=38

a nakonec 8 : 6 dava podil 1 se zbytkem 2. Secteme tu¢né postupné podily, dostaneme
hledany podil 60 + 20 + 10 4+ 10 + 6 + 2 4+ 2 4+ 1 = 111 se zbytkem 2.

Pr.

523 : 8

Pouzijeme rozdil 10 - 8 = 2

500 : 10 = 50, 50 - 2 = 100, 100 : 10 = 10,
10 -2 = 20, 20 4 20 = 40,
40:10=4,4-2=8,8 + 3 =11,

11 : 8 = 1 se zbytkem 3

50 + 10 + 4 + 1 = 65 se zbytkem 3

Pythagorejci zdarazinovali studium neménnych prvki v piirodé i ve spolec¢nosti. Nej-
vyznamnéjsi viidce byl Archytas z Tarentu, Zil okolo roku 400. Cisla byla rozdélena do
tfid na suda a licha, sudé nasobky sudych, liché nasobky lichych, prvocisla a slozena cisla,
dokonald ¢isla, pribuzna cisla atd.

Cisla reprezentovana hromadkami kaménki, se miizeme snazit ”srovnavat” do rtiznych
obdélnickt (popripadé ¢tvercil) a zjistovat, kdy to jde a kdy ne, kolik kaménkt zbyva (tj.
nalézat zbytky pii déleni) apod. Rozlisime tak ¢isla sloZend, ktera je mozno reprezentovat
néjakym obdélnikovym ¢i ¢tvercovym ¢islem, a prvocisla, pro kterd to mozné neni (ta
reprezentuje ¢isly pfimkovymi). Pythagorejci rozliSovali i ¢isla sudo-sudé, sudo-liché a licho-
licha. Snadno ukazeme, zZe soucet dvou ¢isel, kterd jsou délitelna néjakym ¢islem, je rovnéz
timto cislem délitelny;

16 +12=4-4+4-3=4-(4+3)

X ok ok ok X ok ok X ok ok ok X 3k ok
X ok ok ok + * ok ok — * ok ok ok X ok ok
X ok k k X ok ok X ok ok ok * ok k
X ok ok ok X ok 3k X ok ok ok X ok ok

Miuizeme uvazovat i o soudélnosti a nesoudé€lnosti ¢isle, snadno znézornime i nejvétsi
spolecny délitel. Dané ¢isla je tfeba ”srovnat” do obdélnikt se ”spole¢nou” stranou a to
tak, aby tato spolecné strana byla co nejveétsi.



X ok ok

*

X ok ok * 3k

X ok ok *
*

* >k 3k

Zde je ukazano, ze ¢islo 4 je nejvétsim spolecnym délitelem cisel 12 a 8

* ok ok ok * ok ok ok ok

zde je ukazano, ze ¢isla 4 a 5 jsou nesoudélna
Soucet dvou po sobé jdoucich lichych cisel je délitelny ¢tyfmi

Dikaz:
Liché c¢islo miizeme zapsat jako 2k - 1, nasledujici liché ¢islo je 2k - 1 + 2 =2k 4+ 1
Tudiz mizeme napsat: (2k - 1)+(2k + 1) = 4k. A zde je jiz vidét, ze ¢islo 4k je délitelné 4.

Dokonalé ¢&islo - ( 6, 28, 496, 8 128 ...) - soudet v8ech svych déliteli, které jsou mensi
nez ono ¢islo - Eukleides

napr.

6=1+2+3

=1+2+4+7+14

496 =14+2+4+ 8+ 16 + 31 + 62 + 124 + 248

8128 =1+ 2 + 4+ 8 + 16 + 32 + 64 + 127 + 254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064

Spratelena cisla - 220 a 284 - ¢islo 220 je souc¢tem vsech déliteld cisla 284 a ¢islo 284 je
souc¢tem vsech déliteld ¢isla 220 (mezi délitele samoziejmé nepocitame ¢isla 220 a 284)

Pi.

Cislo 220 mé délitele : 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110
1+2+4+5+10+ 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284
Cislo 284 m4 délitele : 1, 2, 4, 71, 142
1+2+44+ 71+ 142 =220



Vlastnosti délitelnosti

Deélitelnost na mnozZiné Z

Délitelnost v oboru celych ¢isel Z pro libovolnou dvojici celych ¢isel a, b # 0 definujeme:
¢islo a je délitelné ¢islem b , praveé kdyz existuje takové celé ¢islo k, Ze plati a = bk, tj. kdyz
¢islo a je nasobkem ( k-nasobkem) é&isla b. Rikdme pak téZ, Ze &islo b je délitelem ¢isla a
nebo Ze ¢islo b déli ¢islo a. Piseme b | a.

Pro délitelnost na mnoziné Z plati (a,b,c,m,n € Z):

a|lbAblc=a|c
claNc|b=c|am+bn
alb=albc

alb=lal <1b
cb|lca=b|a

Deélent se zbytkem na mnoziné 7 vSech celych ¢isel nazyvame zobrazeni, které kazdé
uspotradané dvojici [a,b] (b # 0) celych ¢isel pfifazuje usporadanou dvojici [q,r| celych
Cisel, pficemz plati: A = bg + r, 0 <r < |b|

Cislo g se nazyvé cdstecny (netplny) podil ¢isel a,b a &slo r nejmensi nezdporny zbytek
Cisla a pii déleni Gislem b (nejmensi nezdporny zbytek ¢isla a podle modulu b), struéné
zbytek pii déleni.

Delent beze zbytku na mnoziné 7
Ve specialnim pfipadé pro r = 0 mluvime o déleni beze zbytku.

Kongruence na mnoziné Z

Jestlize rozdil a-b (a,b € Z) je délitelny ¢islem m € N, fikdme, Ze ¢islo a je kongruentni
s ¢islem b podle modulu m a piseme a = b mod m.

Kazda mnozina téch celych cisel | kterd pfi déleni ¢islem m € N davaji tyz nejmensi
nezaporny zbytek, se nazyvd zbytkovd trida podle modulu m nebo zbytkovd trida mod m.

Délitelé jednotkového prvku se nazyvaji jednotky.

Prvek a € Z nazyvame asociovanym k prvku b € Z, jestlize plati : a = be , kde ¢ je
jednotka.

Kazdy prvek a € Z je asociovan sam sebou.

Je-li b € Z asociovan s a € Z, je téz a asociovan s b.

Necht a # 0, b # 0 ze Z, a je asociovan s b tehdy a jen tehdy , plati-li soucastné a/b,
b/a.

Kazdé celé cislo je délitelem nuly, ale nula neni délitelem zadného celého ¢isla rtizného
od nuly.



Kazdy prvek a # 0 je délitelny sam sebou. Je totiz a = a - 1.
Kazdy prvek a je délitelny jednotkovym prvkem 1.

Cislo k se nazyva podil ¢isla a pii déleni ¢islem b.

V oboru 7Z maji ¢isla a, -a pravé tytéz délitele.

Cisla 1, -1, a, -a se nazyvaji nevlastni délitelé ¢isel a, -a v oboru Z.

Kazdé ¢islo a € Z je délitelné nevlastnimi (samoziejmymi) déliteli. Existuji-li dalsi
délitele ¢isla a € Z, nazyvaji se vlastni (nesamoziejmi) deélitelé.

Prvek a # 0 z R, ktery ma pouze nevlastni délitele , nazyva se ireducibilni prvek. V
celych ¢islech je ireducibilni prvek totéz jako prvocislo.

Prvek a € Z | ktery ma alespoii jednoho vlastniho délitele, nazyva se reducibilni (slo-
zeny) prvek.

Kazdé celé ¢islo rizné od nuly, které ma aspon jednoho vlastniho délitele, se nazyva
sloZené.

Cisla 1,-1 nejsou ani sloZenymi é&isly, ani prvocisly.

Je-li slozené cislo a délitelné prvocislem p, pak prvocislo p nazyvame prvocinitelem cisla

Rozklad sloZeného cisla v prvocinitele - ireducibilni rozklad

Kazdé slozené ¢islo a lze jednoznac¢né az na poradi a znaménka ¢initelt vyjadrit jako sou-
¢in kone¢né mnoha prvocisel. NapiSeme-li slozené ¢islo a pomoci prvocisel py, ps...p,,(kterd
nemusi byt od sebe riznd) ve tvaru a = pyps...p, fikdme, ze jsme provedli rozklad slozeného
¢isla a v prvodinitele (rozklad slozeného ¢isla a v souéin prvocisel)

Wilsonova véta : Jestlize p > 1(p € N ), pak ¢islo (p-1)! + 1 je délitelné ¢islem p, pravé
kdyz ¢islo p je prvoéislem. [viz.literatura: Zajimavé algebral

Spolecny délitel celych cisel

Celé ¢islo d # 0, které je délitelem kazdého z danych ¢isel aq, as, ...,a, € Z (n > 1), se
nazyvéa spolec¢ny délitel celych cisel ay, as, ..., a,

Cela ¢isla ay, as, ..., an, (n > 1) se nazyvaji nesoudélnd, pravé kdyz nemaji jiné spoleéné
délitele nez nevlastni spolecné délitele.

Cela ¢isla aq, as, ..., a,, (n > 1) se nazyvaji po dvou nesoudélnd, pravé kdyz jsou nesou-
délna kazda dveé cisla a;, a;, (1 # j).

Cela cisla, ktera maji aspon jednoho vlastniho spole¢ného délitele, se nazyvaji soudélnd.
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Nejvetsi spolecny delitel celych cisel

Spole¢ného délitele celych cisel ay, as, ..., a,, ktery je nasobkem kazdého jiného jejich
spole¢ného délitele (tj. je nejvétsim ze spolecnych délitelti), nazjvame nejvétsim spolecnym
délitelem celych ¢isel ay, as, ..., a, a znac¢ime D(ay, asg, ..., a,), nebo struéné D. Jestlize a; = 0
pro i=1,2,... n, pak D(ay,as,...,a,) = 0. Jestlize aspoii jedno ¢islo a; je rizné od 0, pak
vzdy existuji dva spolecni délitelé Dy, Dy , pro néz plati
Dl(al, a9,y ..., an) = —Dg(al, ag, ..., CLn)

Necht a,b € Z. Je-li D(a,b) = 1, nazyvaji se prvky a,b nesoudélné .

Spolecny nasobek celych cisel
Celé ¢islo k, které je nasobkem kazdého z danych ¢isel aq,as,...,a, € Z(n > 1), se
nazyvéa spole¢ny nasobek celych ¢isel aq, as, ..., a,.

Nejmensi spolecny nasobek celych cisel

Spolecny nasobek celych ¢isel aq, as, ..., a,, ktery je délitelem kazdého jiného jejich spo-
lecného nasobku, nazyvame nejmensim spole¢nym nasobkem celych disel aq,ao,...,a, a
zna¢ime n(ay, as, ..., a,) nebo struéné n.

Jestlize aspon jedno ¢islo a; = 0, pak n(aq, as, ..., a,) = 0.

Jestlize a; # 0 pro i=1,2, ... ,n, pak existuji dva nejmensi spolecné nasobky ni, ny, pro
néz plati nq(ay, as, ..., a,) = —na(ay, as, ..., a,).

Kriteria délitelnosti

Délitelnost dvéma
Cislo je délitelné dvéma prave tehdy, kdyz posledni &islice ¢isla je suda (tj. konéi-li nékterou
z ¢islic 0, 2, 4, 6, 8).

Pr. 12; 568 ; 17 988 ...

Délitelnost tremi
Cislo je délitelné tiemi pravé tehdy, kdyz ciferny soucet ¢isla je délitelny t¥emi.
Pr. 18 ;534 ; 19 764 ...

Dikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisici atd.
N =a + 10b + 100c + 1000d + ...

Jeho ciferny soucet je a + b +c +d + ...

Od cisla N odecteme jeho ciferny soucet, tim ziskame :

(a +10b+ 100c +1000d ...) = (a +b+c+d+..) =

=90+ 99¢+999d + ... =3 (3b+ 33c + 333d + ...)

3+ (3b+ 33c+333d + ...) - toto Cislo je zajisté délitelné tfemi.
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Z toho plyne, ze ¢islo a + 10b + 100c + 1000d + ... je délitelné tremi pravé tehdy, kdyz
jeho ciferny soucet a + b + ¢ + d+ ... je délitelny tremi.

Délitelnost ¢ctyrmi
Cislo je délitelné étyfmi pravé tehdy, kdyz posledni dvojésli ¢isla je délitelné ¢tyfmi
Pi. 44 ; 572 ; 15 624 ...

Diikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisici atd.

N =a + 10b + 100c + 1000d + ...

Jeho posledni dvojéisli je : a + 10b

Od cisla N odecteme jeho posledni dvojcisli, tim ziskame :

(a + 10b + 100¢ + 1000d + ...) — (a + 10b) = 100¢ + 1000d + ... =

=4 - (25¢+250d + ...)

4 - (25¢ + 250d + ...) - toto ¢islo je zajisté délitelné ctyfmi.

Z toho plyne, ze ¢islo a + 10b + 100c + 1000d + ... je délitelné ¢tyfmi pravé tehdy, kdyz
jeho posledni dvojcisli a + 10b ... je délitelny ctyrmi.

Délitelnost péti
Cislo je délitelné péti pravé tehdy, kdyz posledni éislice &isla je nula nebo pétka
Pt. 30; 955 ; 16 635

Dikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisici atd.

N =a + 10b + 100c + 1000d + ...

Od cisla N odecteme jeho posledni c¢islici, tudiz dostaneme :

(a + 10b + 100¢ + 1000d + ...) — a = 10b + 100c + 1000d + ... =

=5-(2b+ 20c+200d + ...)

5 (2b+ 20c + 200d + ...) - toto ¢islo je zajisté délitelné péti.

Z toho plyne, ze ¢islo a + 10b + 100c + 1000d + ... je délitelné péti pravé tehdy, kdyz
posledni ¢islice a je délitelné péti.

Délitelnost Sesti
Cislo je délitelné Sesti pravé tehdy, kdyz je délitelné dvéma a tfemi (tj. sudé a ciferny
soucet je délitelny t¥emi)

Pi. 12 ;516 ; 11 880 ...

Délitelnost sedmi
Pti urcovani, zda je cislo délitelné sedmi, miizeme pouzit dvé kriteria.

1. U prvniho kriteria pouzivame jeho posledni cifru. Tuto ¢islici zdvojnasobime a poté
odecteme od déleného ¢isla bez této cifry. Tento postup opakujeme nékolikrat, dokud ne-

pozname zda je ¢i neni ¢islo délitelné 7.
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Pr. 51492 2-2=4

5149 - 4 = 5145 5-2=10
514 - 10 = 504 4-2=28
50 - 8 = 42
Cislo 42 je délitelné 7 ... 42 /7=6
Dikaz:
10z +y = 7k
y="Tk- 10z

Podle predpokladu je ¢islo 10z + y délitelné sedmi.

Podle kriteria odec¢teme od déleného cisla bez jeho posledni cifry dvojnasobek této ¢islice,
coz je v nasem pripadé 2y.

Coz je: z - 2y

Toto vyjadreni mizeme jesté poupravit, a to:

x—2y=ux—2(Tk —10x) = 21z — 14k = 7 (3z — 2k)

A takto vzniklé ¢islo je jiz délitelné sedmi.

2. V druhém kritériu pouzivame nekone¢nou posloupnost (1, 3, 2, -1, -3, -2, 1, 3, 2, -1,
-3, -2, ...). Je-li pak soucet vSech soucini jednotlivych cifer ¢isla s odpovidajicim ¢lenem
uvedené posloupnosti délitelny sedmi, je délitelné sedmi i toto ¢islo.
Odpovidajicim cislem posloupnosti je mysleno takovéto pfifazeni: ciffe nultého rfadu pii-
Fazujeme prvni prvek posloupnosti, ciffe prvniho fadu druhy prvek posloupnosti, cifie
druhého radu treti prvek posloupnosti atd.

Pr. 1 344 560
0-146-3+5-244-(-1)4+4-(-3)+3-(-2)+1-1=7
jelikoz ¢islo 7 je délitelné sedmi, tak i ¢islo 1 344 560 je délitelné sedmi

Diikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisici atd.

N = a+ 10b + 10%c + 103d + 10%e + 105 f + 10%g + 107h + 108 + ...

Od tohoto ¢isla odecteme podle kritéria soucet vSech soucini jednotlivych cifer ¢isla s
odpovidajicim ¢lenem uvedené posloupnosti.

(a+10b + 10%c + 103d + 10%*e + 10° f +10% + 107h + 10%...)—
—(a+3b+2c—d—3e—2f+g+3h+2i..)

A dostaneme :

(10 = 3)b+ (10% — 2)c + (10% + 1)d + (10* + 3)e + (10° + 2) f + (10° — 1)g+

+(107 — 3)h + (10% — 2)i + ...
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Déle pokracujeme matematickou
1) 109" — 3 =7k
2) 10572 — 2 = Tk
3) 10972 +1 =Tk
4) 10" +3 =Tk
5) 1065 +2 = Tk
6) 10676 — 1 =7k = 1067*6
n=>0
10-3=7

102 —-2=98=7-14

103 +1=1001 = 7-143

10* + 3 = 10003 = 7 - 1429
10° + 2 = 100002 = 7 - 14286
106 — 1 = 999999 = 7 - 142857

Necht tvrzeni plati pro m, tak plati i pro m + 1:

10-3=(Tk+1)-10-3=7-(10k+1)

). 102 -2 = (Tk +1

1034+ 1= (Tk +1

1014+ 3 = (Tk + 1

D105+ 2= (Tk + 1
(

1) 1050m+D+L — 3 —

2 06(m+1)+2

)1

3)

4) O6(m+1)+4 +3= 106
5)

6) 106 (m+1)+6 __

induket:

=Tk+1

106 — 1 = (7k +

) -
)
) -
)
1)

102 — 2 =7 (10%k + 14)

10 +1 =7 (103 + 143)
10* +3 =7 (10%k + 1429)
10° +2 = 7- (10%k + 14286)
10 — 1 =7 (105 + 142857)

Nyni je zretelné vidét, ze dané cislo je délitelné sedmi.

Délitelnost osmi

Cislo je délitelné osmi pravé tehdy, kdyz posledni trojéisli ¢isla je délitelné osmi

Pr. 208 ; 1 240 ; 50 752 ...

Diikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisici atd.

N =a + 10b + 100c + 1000d +

Od cisla N odecteme jeho posledni trojcisli, tudiz dostaneme :

(a + 10b + 100c + 1000d + ) —
= 8- (125d + 1250¢ + ...)

8 - (125d + 1250e + ...
Z toho plyne, ze Cislo a + 10b +
posledni trojé¢isli a + 10b + 100c

je délitelné osmi.

14

(a + 10b + 100¢) = 1000d + 10000¢e + ... =

) - toto ¢islo je zajisté délitelné osmi.
100c + 1000d + ...

je délitelné osmi prave tehdy, kdyz



Délitelnost deviti
Cislo je délitelné deviti pravé tehdy, kdyz ciferny soucet ¢isla je délitelny deviti
Pr. 126 ; 1 134 ; 10 206

Dikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, c stovek, d tisicu atd.

N =a + 10b + 100c + 1000d +

Jeho ciferny soucet je a + b +c +d + ...

Od cisla N odecteme jeho ciferny soucet, tim ziskame :

(a +10b+ 100c + 1000d...) — (a+b+c+d+ ...) =

= 9b+99¢+999d + ... = 9- (11b+ 111c + 111d + ...

9. (11b+ 111c+ 111d + ...) - toto ¢islo je zajisté délitelné deviti.

Z toho plyne, ze ¢islo a + 10b + 100c + 1000d + ... je délitelné deviti pravé tehdy, kdyz
jeho ciferny soucet a + b + ¢ + d+ ... je délitelny deviti.

Délitelnost desiti
Cislo je délitelné desiti pravé tehdy, kdyz posledni ¢&islice ¢isla je nula
Pt. 60 ; 160 ; 76 580 ...

Dikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisici atd.

N =a + 10b + 100c + 1000d + ...

Od cisla N odecteme jeho posledni cislici, tudiz dostaneme :

(a + 10b + 100¢ + 1000d + ...) — a = 10b + 100c¢ + 1000d + ... =

=10- (b+ 10c + 100d + ...)

10 - (b + 10c¢ 4 100d + ...) - toto ¢islo je zajisté délitelné deseti.

Z toho plyne, ze ¢islo a + 10b + 100c + 1000d + ... je délitelné deseti pravé tehdy, kdyz
posledni ¢islice a je délitelné deseti.

Délitelnost jedenacti
Kriterium délitelnosti jedenacti: od souctu vsech ¢islic, které jsou na lichych ¢islech, ode-
¢teme soucet vsech ¢islic, které jsou na sudych mistech. Je-1i rozdil roven nule nebo ¢islu
(kladnému nebo zapornému), které je délitelné 11, je i zkoumané ¢islo délitelné beze zbytku
¢islem 11. V opacném pripadé zkoumané ¢islo neni délitelné 11.

Pr. 3 151 775

3+5+7+5=20

1+14+7=9

20-9=11
Tudiz je cislo délitelné 11.

Dukaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisici atd.
N = a+ 10b+ 100c + 1000d + ... = a+ 10 - (b + 10c + 100d + ...)
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Od cisla N odecteme takto zapsané ¢islo X délitelné 11, tj.

X =11-(b+ 10c+ 100d + ...)

N—X=a+10-(b+10c+100d + ...) — 11 - (b + 10c + 100d + ...) =
—a—b—10-(c+10d+ ...

A tento rozdil ma stejny zbytek pti déleni ¢islem 11 jako ptvodni ¢islo N.
K rozdilu pfipo¢teme ¢islo opét délitelné jedenécti 11 - (¢ + 10d + ...)
a—b—10-(c+10d+..)+11-(c+10d+..)=a—b+c+10-(d+ ...
Toto ¢islo méa opét stejny zbytek pti déleni ¢islem 11 jako ¢islo N.
Odecteme od néj ¢islo 11 - (d + ...), které je délitelné 11, atd.

Nakonec dostaneme ¢isloa —b+c—d+...=(a+c+...)- (b+d) , které ma opét stejny
zbytek pfi déleni jako ¢islem 11 jako ptivodni cislo N.

Je zndm i jiny zptlisob jak zjistit zda je cislo d€litelné 11, ale neni vhodny pro dlouh4 ¢isla.
Zkoumané ¢islo rozdélime zprava doleva na ¢asti obsahujici dveé ¢islice a pak ¢asti seCteme.
Je-li vysledek délitelny 11, pak i zkoumané ¢islo je délitelné jedenacti.

Pr.

638

6+ 38 =44
- to je délitelné jedenacti,tudiz i ¢islo 638 je délitelné 11.

70 906
06 + 09 + 7 = 22
- to je délitelné jedenéacti,tudiz i ¢islo 70 906 je délitelné 11.

Dikaz:

Rozdélime viceciferné ¢islo na ¢asti po dvou. Dostaneme ¢isla dvouciferna nebo jednociferna
(napft. 03, 07... ). Oznacime je zprava doleva a, b, ¢, d, ... A tak ¢islo N zapiSeme ve tvaru
N =a + 100b + 10 000c + ... = a + 100(b + 100c + ...).

Od ¢isla N odecteme ¢islo 99 - (b + 100c + ...), které je délitelné ¢islem 11.

Dostaneme : a + (b+ 100c+ ...) =a+ b+ 100 - (c + ...).

A toto ¢islo ma stejny zbytek pii déleni ¢islem 11 jako ¢islo N. Od rozdilu odecteme ¢islo
99 (¢ + ...), délitelné ¢islem 11, atd. A na zavér zjistime, Ze ¢islo N ma stejny zbytek pii
déleni ¢islem 11 jako ¢islo a + b + ¢ + ...

Délitelnost dvanacti

Cislo je délitelné 12 pravé kdyz je délitelny dvanécti ciferny soucet

ag — 2@1 + 4&2 —|— 4(13 + 4@4 —|—
Pr.
655 584 : 12 = 54 632
1-4—2-84+4-5+4-54+4-54+4-6=4—-16+204+20+20+24 =72
1:2—-2.7=2-14=-12
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Dikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisict atd.

N = a+ 10b + 10%c + 103d + 10%¢ + 10° f + 10%g + 107h + 10% +

Od tohoto ¢isla odecteme podle kritéria soucet vSech soucini jednotlivych cifer ¢isla s
odpovidajicim ¢lenem uvedené posloupnosti.

(a+10b + 10%c + 103d + 10%e + 10° f + 10%g + 10"k + 10%...)—
—(a—2b+4c+4d+4de+4f +4g+4h+4i...)

A dostaneme :

(10 +2)b + (102 — 4)c + (10° — 4)d + (10* — 4)e + (10° — 4) f + (10° — 4)g+
+(107 — 4)h + (10% — 4)i + ...

10+2=12

Vn>2jel0" —4 =12k, dk e N
dokézeme matematickou indukci:
n=2102-4=96=12-8
necht tvrzeni plati pro m, tedy 10™ — 4 = 12k potom plati i pro
10m+ — 4 = 12k
10m — 4 = 12k
10" =12k + 4
10" —4=10m-10-4=(12k+4) - 10 —4 =12 - 10k + 36 = 12 - (10k + 3)
Nyni je zietelné vidét, ze dané cislo je délitelné dvanacti.

Délitelnost tFinacti

Cislo je délitelné 13 pravé kdyz je délitelny tiinacti ciferny soudet

ap — 3@1 - 4(12 — a3+ 3(14 + 4@5 + ag — 3@7...
Pt. 8 512 257 : 13 = 654 789
1-7-3-5—-4-2—-1-243-144-54+1-8=7—-15-8-24+34+20+8=13

Dikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisici atd.

N =a+10b + 10%c + 103d + 10% + 10°f + 107g + 108h + 10% + ...

Od tohoto ¢isla odecteme podle kritéria soucet vSech soucini jednotlivych cifer ¢isla s
odpovidajicim ¢lenem uvedené posloupnosti.

(a+ 10b + 10%c + 103d + 10%e + 10° f 4+ 10%g + 10"k + 10%i...)—
—(a—3b—4c—d+3e+4f+g—3h—4i..)

A dostaneme :

(10 + 3)b + (102 + 4)c + (10% + 1)d + (10* — 3)e + (10° — 4) f + (10° — 1)g+ +(10" + 3)h +
(10% + 4)i + ...

Déle dokazeme matematickou indukci: Vn > 0,3k € Ntak, ze:
1)106"+! + 3 = 13k
2)106™2 + 4 = 13k
3)1057+3 + 1 = 13k
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4)106m+4 — 3 = 13k
5)106m+5 — 4 = 13k
6)106m+6 — 1 = 13k

Nechtn =0

10 + 3 =13
1024+4=104=13-8

10 +1=1001=13-77

10* — 3 =9997 = 13- 769

10° — 4 = 99996 = 13 - 7692
106 — 1 = 999999 = 13 - 76923

Necht tvrzeni plati pro m, tak plati i pro m + 1

1108 +D+ 3 = 106*+D . 10 + 3 = (13k +1) - 10 + 3 =

=13-10k + 13 = 13- (10k + 1)

2)100+0+2 4 4 = 106+ . 102 + 4 = (13k + 1) - 102 + 4 = 13k - 10> + (102 + 4) =
=13k - 102413 -8 = 13 - (10%k + 8)

3)106(+D+3 11 = 10067+D) . 103 +1 = (136 +1)-10° + 1 =10% - 13k + 13- 77 =
=13 (10%k + 77)

4)108(+D+4 3 — 106 +D?10* — 3 = (13k + 1) - 10* — 3 = 13k - 10* + 13- 769 =
= 13- (10*k + 769)

5)100+D+5 — 4 = 106"+ . 105 — 4 = (13k + 1) - 10° — 4 = 13?10°k + 13 - 7692 =
= 13- (10°k + 7692)

6)106m+D+1 1 = 106(+1) . 106 — 1 = (13k +1) - 10 — 1 = 13- 10%% + 10° — 1 =
= 13- (105K + 76923)

Nyni je zretelné vidét, ze dané ¢islo je délitelné trinacti.

Délitelnost ¢trnacti
Cislo je délitelné 14 pravé kdyz je délitelny ¢trndcti ciferny soucet
ag — 4ay + 2ay + 6az + 4day — 2a5 — 6ag — 4a7 + 2as...
Pr.
45 483 144 : 14 = 3 248 786
1-4-4-442-146-34+4-8-2-4—-6-5—-4-4=
=4—-16+2+18+32—-8—-30—16=—14

Dikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, c stovek, d tisicti atd.

N = a+ 10b + 10%c + 103d + 10%*e¢ + 10° f + 10%g + 107h + 10% + ...

Od tohoto ¢isla odecteme podle kritéria soucet vSech soucini jednotlivych cifer ¢isla s
odpovidajicim ¢lenem uvedené posloupnosti.

(a+10b+ 10%c + 103d + 10%e + 10° f + 1089 + 107h + 10%...)—

—(a —4b+2c+6d + 4e — 2f — 69 — 4h + 2i...)

A dostaneme :
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(10 + 4)b + (102 — 2)c + (10° — 6)d + (10* — 4)e + (10° + 2) f + (10° + 6)g+ +(107 +4)h +
(108 — 2)i + ...

Dale dokazeme matematickou indukeci:

VYmn > 0,dk € Ntak, ze:

1)105" ! 4 4 = 14k

2)10%"+2 — 2 = 14k

3)109"3 — 6 = 14k

4)109"T — 4 = 14k
)
)

5)1067*5 + 2 = 14k
6)106"+6 1 6 = 14k
Pron=0
10+4=14

102—2=98=14-7
10°—-6=994=14-71

10* — 4 =19996 = 14 - 714

10° +2 = 100002 = 14 - 7143
108 + 6 = 1000006 = 14 - 71429

6)10067+6) 16 = 10(**+1) + 6 = 14k...1060"+D) = 14k — 6 = 14k + 14 — 6 =

= 14k + 8

105042 4 6 = 106+ . 106 + 6 = (14k + 8) - 105 + 6 = 14 - 105k + 87106 + 6 =

— 14 -10% + 14 - 751429 = 14 - (10%k + 571429)

1108 +D+ 4 = 1060+D?210 + 4 = (14k +8) - 10+ 4 = 14 - 10k + 84 =

— 14 - (10k + 6)

2)106(+D+2 9 — 106(n+1) . 102 — 2 = (14k +8) - 102 — 2 = 14 - 10%k + 1457 =
=14 - (10%k + 57)

3)106(+D+3 6 = 106("*+1) . 103 — 6 = (14k +8) - 10° — 6 = 14 - 103k + 14 - 571 =
=14 - (10%k + 571)

4)106(+0)+4 4 = 106(+D) . 10* — 4 = (14k +8) - 10* — 4 = 14 - 10*k + 14 - 5714 =
=14 - (10*k + 5714)

5)100+D+5 4 2 = 106+ . 105 + 2 = (14k +8) - 10° + 2 = 14 - 10°k + 14 - 57143 =
= 14 - (10°k + 57143)

Nyni je zietelné vidét, ze dané cislo je délitelné ctrnécti.

Délitelnost patnacti

Cislo je délitelné 15 pravé kdyz je délitelny patnacti ciferny soucet ag—5a; —5as—5as—5ay...
pr.
19 178 235 : 15 = 1 278 549
1-5-5-3-5-2—-5-8=5-7-5:-1-5-9-5-1=5—-15—-10—40—-35—-5—-45-5 =
= -150
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Dikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisict atd.

N = a+ 10b + 10%c + 103d + 10%e¢ + 10° f + 10%g + 107h + 10% + ...

Od tohoto ¢isla odecteme podle kritéria soucet vSech soucini jednotlivych cifer ¢isla s
odpovidajicim ¢lenem uvedené posloupnosti.

(a + 100 + 10%c + 103d + 10%e + 105 f + 105 + 107h + 10%:...)—

—(a —5b—5¢ —5bd —5e —5f — 59 — 5h — b5i...)

A dostaneme :

(1045)b+(102+5)c+(10345)d+(10+5)e+(10°+5) f +(10°+5) g+ +(107+5) h+(108+5)i+...

Dale provedeme matematickou indukci:

Vn>1,dke N

10" +5 = 15k

n=1...10+5=15

10" +5 = 15k

10" = 15k — 5

10" +5=10"-10+5 = (15k — 5) - 10 + 5 = 15 - 10k — 45 = 15 - (10k — 3)
Nyni je zietelné vidét, ze dané cislo je délitelné patnacti.

Délitelnost Sestnacti
Cislo je délitelné 16 pravé kdyz je délitelny Sestnacti ciferny soudet:
ag — 6a; + 4as + 8ag
Pr.
1579 872 : 16 = 98 742
1-2—-6-74+4-8+8-9=2-42432472=64..1-4—-6-6=-32..1-2—-6-3=16

Dukaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisici atd.

N =a+10b + 10%c + 103d + 10%e + 10°f + 105g + 107h + 108 + ...

Od tohoto ¢isla odecteme podle kritéria soucet vsech soucinti jednotlivych cifer ¢isla s
odpovidajicim ¢lenem uvedené posloupnosti.

(a + 10b + 10%c + 103d + 10%e + 105 f + 105 + 107h + 10%i...) — (a — 6b + 4c + 8d)

A dostaneme :

(10 + 6)b + (10% — 4)c + (10® — 8)d + 10%e + 105 f + 10%g + 107h + 10%; + ...

Dale matematickou indukeci:
Vn>4,dk e N
10" = 16k
n=1...10+6 =16
n=2...102-4=96=16-6
n=3...10>—-8=1992=16-62
n=4...10* = 10000 = 16 - 625
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10"t = 10" - 10 = 16 - 10k = 16 - (10k)
Nyni je zretelné vidét, ze dané cislo je délitelné Sestnacti.

Délitelnost sedmnacti

Cislo je délitelné 17 pravé kdyz je délitelny sedmnécti ciferny soucet

ag — 7a1 — 2a9 — 3as + 4ay + 6as — 8ag + day; — ag + Tag + 2aqg...
PF.
11 183 518 : 17 = 657 854
1-8-7-1-2-5-3-3+4-84+6-1-8-14+5-1=8—-7—-10—-9+432+6—-8+5 = —17

Diikaz:

Oznacme, ze ¢islo N méa a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisici atd.

N = a+10b + 10%c + 103d + 10%e + 105 f + 105g + 107h + 108 + ...

Od tohoto cisla odecteme podle kritéria soucet vSech soucini jednotlivych cifer ¢isla s
odpovidajicim ¢lenem uvedené posloupnosti.

(a+10b+ 10%c + 10°d + 10%*e + 10° f 4+ 10%g + 107k 4 10%...)—
—(a—Tbh—2c—3d+4e+6f —8g+bh —i...)

A dostaneme :

(10 +7)b + (102 + 2)c + (10% + 3)d + (10* — 4)e + (10° — 6) f + (105 + 8)g+

+(10" — 5)h + (10% 4+ 1)i + ...

Dale pokracujeme matematickou indukei:
1)10'6" — 1 = 17k 9)10107+8 11 = 17k
2)10%6m 1 47 = 17k 10)10%6n+9 — 7 = 17k
3)10107+2 4 2 = 17k 1) 1016710 — 9 = 17k

4)10%7+3 43 = 17k 12)10%6n+1 — 3 =17k
)10107+4 — 4 = 17k 13)10107+12 4 4 = 17k
)1 14)1
) 15)
)1 16)1

S Ot

10165 — 6 = 17k 101618 6 = 17k
7)10%676 1 8 = 17k 5)1010n+14 — 8 = 17k
8)101"+7 — 5 = 17k 1010715 5 = 17k
n=20

1)1-1=0

2) 10 +7=17

3)102 +2=102=17-6
4)10% 4+ 3 = 1003 = 17 - 59
5)10* — 4 = 9996 = 17 - 588
6)10° — 6 = 99994 = 17 - 5882
7)10° + 8 = 1000008 = 17 - 58824

8)107 — 5 = 9999995 = 17 - 588235

9)10% + 1 = 100000001 = 17 - 5882353...10% = 17z — 1

10)10° — 7 = 999999993 = 17 - 58823529... = (17z — 1) - 10 — 7 =
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= 17-10z — 17 = 17 (10z — 1)
11)1010 — 2 = 9999999998 = 17 - 588235294... = (172 — 1) - 102 — 2 =
= 17102z — (102 4 2) = 17 - (10%z — 6)
12)101 — 3 = 99999999997 = 17 - 5882352941... = (172 — 1) - 103 — 3 =
= 17103z — (103 4 3) = 17 - (1032 — 59)
13)10'2 + 4 = 1000000000004 = 17 - 58823529412... = (172 — 1) - 10* + 4 =
= 17-10% — (10* — 4) = 17 - (10%z — 588)
14)10'3 + 6 = 10000000000006 = 17 - 588235294118... = (172 — 1-10° + 6 =
=17-10%° — (10° — 6) = 17 - (10°%z — 5882)
15)1014 — 8 = 99999999999992 = 17 - 5882352941176... =
(172 —1)- 105 — 8 = 17 - 1082 — (10° + 8) = 17 - (102 — 58824)
16)105 + 5 = 1000000000000005 = 17 - 58823529411765... =
(172 —1)- 107+ 5 =7- 107z — (107 — 5) == 17 - (107 — 588235)

Vn>1,dke N

106" — 1 = (172 — 1) - 10° — 1 = 17 108z — (10° + 1) = 17 - (103 — 5882353)
(1052 — 5882353) = y

1010m — 1 = 17y...10'" = 17y + 1

1) 101" — 1 = 17k...10'" = 17k + 1
10160+ — 1 = 101" . 1016 — 1 = (17k +1) - 10'® — 1 =17 - 10*6k + 10'0 — 1 =
= 1710k + 17y = 17 - (10'%k + y)

Ozna¢me: 1016+ = 17k + 1
2)101" 1 + 7 = 17k

10160H+D+L 7 — 1016+ .10 +7 = (17Tk +1) - 10 + 7 = 17 - (10k + 1)
3)1016(+1+2 9 — 10160+ . 102 42 = (17k + 1) - 102 + 2 = 17 - (10%k + 6)

)
4)1016(+D+3 13 — 1016+ . 103 4 3 = (17k +1) - 10° + 3 = 17 - (10%k + 59)
5)1016(+1)+4 g4 — 10160+D) . 10* — 4 = (176 + 1) - 10* — 4 = 17 - (10*k + 588)
6)1016(n+1+5 g = 10160+ . 10° — 6 = (17k +1) - 10° — 6 = 17 - (10°k + 5882)
7)1016( 4146 L 8 — 10160+ . 106 48 = (17k + 1) - 10% + 8 = 17 - (10°k + 58824)
8)1016(+1+7 _ 5 = 1016+ . 10" — 5 = (17k + 1) - 10" — 5 = 17 - (107k + 588235)
9)1016(+1+8 1 1 = 10160+ . 108 41 = (17k 4+ 1) - 108 4+ 1 = 17 - (10%k + 5882353)

10)1016(+0D+9 7 — 1016+ . 109 — 7 = (17k + 1) - 10° — 7 = 17 - (10°k + (102 — 1))
11)106(+D+10 _ 9 — 1016(+1) . 1010 — 2 = (17k +1) - 10 — 2 =

=17 (10'% + (10%z — 6))

12)1016(+0+11 3 — 10160+ 101 — 3 = (17k 4+ 1) - 10 — 3 =

=17 (10"k + (10%z — 59))

13)1016(+D+12 4 = 10160+ . 102 + 4 = (17Tk + 1) - 1012 +4 =

=17 (10'2k + (10*z — 588))

14)1016(+0+18 1 6 = 1016+ . 1013 46 = (17k + 1) - 10 + 6 =

=17 (1013k + (10°z — 5882))
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15)1016(n 4 — g — 10160+ . 101 — 8 = (17k + 1) - 10" — 8 =
=17 - (10" + (105 — 58824))

16)1016( D5 1 5 — 10160+ . 101 45 = (17k + 1) - 10" + 5 =
= 17- (10"k + (1072 — 588235))

Nyni je ztetelné vidét, ze dané ¢islo je délitelné sedmnacti.

Délitelnost osmnacti

Cislo je délitelné 18 pravé kdyz je délitelny osmnécti ciferny soudet

a0—8a1—8a2—8a3...
Pr. 173 833 398 :18 = 9 657 411
1-8-8-9-8-3—-8-3—-8:-3—8-8-8-3—-8-7—8-1=
=8—-72—-24—-24—-24—64 —24 — 56 — 8 = —288
1-8-8:-8-8:2=8-64—-16=—-72 — 1-2—-8-7T=2-56=—-H4

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, c stovek, d tisict atd.

N = a+ 10b + 10%c + 103d + 10%e¢ + 10° f + 10%g + 10"k + 10% + ...

Od tohoto ¢isla odecteme podle kritéria soucet vSech soucini jednotlivych cifer ¢isla s

odpovidajicim ¢lenem uvedené posloupnosti.

(a4 10b+ 10z¢ + 103d + 10%e + 10° f + 1069 + 107h + 10%...)—
—(a—8b—8c—8d — 8 — 8f — 8y — 8h — 8i...)

A dostaneme : (10 + 8)b + (10% + 8)c + (10 + 8)d + (10* + 8)e + (10° + 8) f+
+(10° + 8)g + (107 + 8)h + (10® + 8)i + ...

Dale matematickou indukei:

Vn>13dke N

10" +8=18-k

n=1...10+8 =18

n=2...102+8=108=18-6

Necht 10" =18 -k — 8

potom 10" =10"-10+8 = (18 -k —8)-10+8=18-10-k — 72 = 18 - (10k — 4)

Nyni je zretelné vidét, ze dané ¢islo je délitelné osmnacti.

Délitelnost devatenacti
Cislo je délitelné devatenécti pravé tehdy, kdyz soucet poétu desitek s dvojnasobkem jed-
notek je délitelny ¢islem 19.

Dikaz:

Kazdé ¢islo N se da vyjadrit jako : N = 10z +y

Kde z je pocet desitek (celkovy pocet vSech desitek ¢isla V) a y je ¢islice na misté jednotek.
Chceme dokazat, ze ¢islo N je délitelné ¢islem 19 prave tehdy, kdyz ¢islo

N’ = x + 2y je nasobkem cisla 19.

Vynéasobime ¢islo N’ ¢islem 10 a od soucinu odec¢teme cislo N:
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10 N’- N = 10(x + 2y) - (10x +y) = 19y

Z tohoto je ziejmé, ze je-li ¢islo N’ délitelné ¢islem 19, pak je i ¢islo N = 10 N” - 19y
delitelné cislem 19. Stejné tak, je-li N délitelné cislem 19 jei 10N’ = N + 19y nasobkem
¢isla 19, a proto i samotné ¢islo N’ je délitelné ¢islem 19.

Pr. 2 117 265

211726(5
+10

211736
+12

+10

Cislo 19 je délitelné devatenacti a tudiz déli i ¢isla 38, 228, 2 128, 21 185, 211 736, 2 117
265.

Délitelnost dvaceti

Cislo je délitelné 20 pravé kdyz je délitelny dvaceti ciferny soucet ag + 10a,
Pt. 13 095 760 : 20 = 654 788
1-0+10-6 =060

Dikaz:

Oznacme, ze ¢islo N ma a jednotek, b desitek, ¢ stovek, d tisict atd.

N = a+10b + 10%c + 103d + 10%e + 10°f + 10¢ + 107h + 108 + ...

Od tohoto ¢isla odecteme podle kritéria soucet vSech soucini jednotlivych cifer ¢isla s
odpovidajicim ¢lenem uvedené posloupnosti.

(a + 100 + 10%c + 103d + 10%e + 105 f + 105g + 107h + 10%:...) — (a + 100)

A dostaneme : 10%¢c + 103d + 10%*e + 105 f + 10%g + 107h + 10% + ...
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Déle matematickou indukei:

VYn>23dkeN

10™ = 20k

n=2..102=20-5

10" = 10" - 10 = 20k - 10 = 20 - (10k)

Nyni je zietelné vidét, ze dané cislo je délitelné dvaceti.

Deélitelnost celych cisel v soustavach o ruznych
zakladech

Tabulka prvnich padesati ¢isel v pfislusné z-adické soustave

Zy | Z3 | 2y | Zs | Zs | Zr | Zs | Zy | Zio
0 0] 0]07]0 0
1 1 1 1 1 (111 1
10 2 2 2 21222 2
11 10 3 3 3131313 3
100 11 | 10 4 4 144 ] 4 4
101 12 )11 | 10 | 5 | 5 | 5 | 5 5
110 20 12 | 11 |10 6 | 6 | 6 6
111 21 | 13 | 12 |11 |10 | 7 | 7 7
1000 | 22 | 20 | 13 |12 |11 | 10| 8 8
1001 [ 100 | 21 | 14 |13 |12 |11 |10 | 9
1010 | 101 | 22 | 20 |14 | 13 |12 | 11 | 10
1011 [ 102 | 23 | 21 |15 |14 |13 |12 | 11

—_
ot
—_
=~
—_
w
—_
[\]

1100 | 110 | 30 | 22 | 20
1101 | 111 | 31 | 23 | 21
1110 | 112 | 32 | 24 | 22
1111 | 120 | 33 | 30 | 23
10000 | 121 | 100 | 31 | 24
10001 | 122 | 101 | 32 | 25
10010 | 200 | 102 | 33 | 30
10011 | 201 | 103 | 34 | 31
10100 | 202 | 110 | 40 | 32
10101 | 210 | 111 | 41 | 33
10110 | 211 | 112 | 42 | 34
10111 | 212 | 113 | 43 | 35
11000 | 220 | 120 | 44 | 40
11001 | 221 | 121 | 100 | 41

—_
(=}
—_
ot
—_
=~
—_
w

[\
]
—_
(o]
—_
ot
—_
W~

[\]
—
—_
J
—_
D
—
ot

[\
[N}
[\
o
—_
EN
—_
(=)

DO
w
[\
—_
—_
0¢)
—
~J

[\]
e~
[\]
[\
[\]
(@)
[
o

[\
ot
[\
w
[\
—_
—
Nej

)
D
DO
g
N}
[\
DO
(@]

w
e}
[N}
ot
[N}
w
\)
—_

w
—_
[\
[@))
[\
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[\
[\

w
[\
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3
[\]
[\]
w

w
w
w
(@)
Do
D
[\
=
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w
—_
[\
3
DO
ot
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11010 | 222 | 122 | 101 | 42 | 35 | 32| 28 | 26
11011 | 1000 | 123 | 102 | 43 | 36 | 33 | 30 | 27
11100 | 1001 | 130 | 103 | 44 | 40 | 34| 31 | 28
11101 | 1002 | 131 | 104 | 45 | 41 | 35| 32 | 29
11110 | 1010 | 132 | 110 | 50 | 42 | 36 | 33 | 30
11111 | 1011 | 133 | 111 | 51 | 43 | 37 | 34 | 31
100000 | 1012 | 200 | 112 | 52 | 44 |40 | 35 | 32
100001 | 1020 | 201 | 113 | 53 | 45 |41 | 36 | 33
100010 | 1021 | 202 | 114 | 54 | 46 |42 | 37 | 34
100011 | 1022 | 203 | 120 | 55 | 50 | 43 | 38 | 35
100100 | 1100 | 210 | 121 | 100 | 51 | 44 | 40 | 36
100101 | 1101 | 211 | 122 | 101 | 52 |45 | 41 | 37
100110 | 1102 | 212 | 123 | 102 | 53 | 46 | 42 | 38
100111 | 1110 | 213 | 124 | 103 | 54 | 47 | 43 | 39
101000 | 1111 | 220 | 130 | 104 | 55 | 50 | 44 | 40
101001 | 1112 | 221 | 131 | 105 | 46 | 51 | 45 | 41
101010 | 1120 | 222 | 132 | 110 | 60 | 52 | 46 | 42
101011 | 1121 | 223 | 133 | 111 | 61 | 53 | 47 | 43
101100 | 1122 | 230 | 134 | 112 | 62 | 54 | 58 | 44
101101 | 1200 | 231 | 140 | 113 | 63 | 55 | 50 | 45
101110 | 1201 | 232 | 141 | 114 | 64 | 56 | 51 | 46
101111 | 1202 | 233 | 241 | 115 | 65 | b7 | 52 | 47
110000 | 1210 | 300 | 143 | 120 | 66 | 60 | 53 | 48
110001 | 1211 | 301 | 144 | 121 | 100 | 61 | 54 | 49
110010 | 1212 | 302 | 200 | 122 | 101 | 62 | 55 | 50

Polyadické éiselné soustavy

V z-adické ciselné soustavé lze kazdé prirozené cislo p vyjadrit ve tvaru tzv. z-adického
rozvoje

p=X" ;2" = a2 + ap,_ 12"+ a2t 4 ap2?
kde z € N\ {1},a; € {0,1,2,3, ...,z — 1}, a pak zapsat pomoci tzv. z-adického zépisu

(an Qp_q...a00100).,.

Zde z se nazyva zaklad z-adické ¢iselné soustavy a «; jsou znaky reprezentujici ¢isla a;.
Znaky «; (popf. nékdy také ¢isla a; se nazyvaji ¢islice (cifry). Index ¢ ¢islice a; , resp.
pozice, ktera tomuto indexu v ¢iselném obrazu prislusi, se nazyva rad cislice a; , resp. rad
obrazu dislice a; .

Cislice s indexem 7 se nazyva ¢islice fadu i nebo &islice i-tého Tddu.

Nenulova cislice, ktera je v ¢iselném obrazu piirozeného ¢isla p prvni zleva, se nazyva
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¢islice nejvétsiho radu cisla p. Rad cislice nejvétsiho fadu ptirozeného ¢isla p se nazyva rad
prirozeného ¢isla p. Pfirozené ¢islo fadu n-1 se nazyva n-ciferné.

Polyadicka soustava se zakladem dvé se nazyva dvojkova soustava (binarni, dyadickd), se
zékladem tii trojkova (ternarni), se zakladem osm osmickova (oktalova), se zakladem deset
desitkova (dekadickd), se zakladem Sestnéct Sestnactkovéa (hexadecimdlni) atd.

Kritéria délitelnosti

Vychazime ze z-adického rozvoje prirozeného cisla p = ...asaszasaiag , kde ag, a1, as, as...
jsou cifry, tj. ze zapisu

D= ..+ a2t + a3z® + ax2® + a1zt + apz
Vypocty provadime v ptislusnych z-adickych soustavach a ¢isla budeme zapisovat ve zkrace-
ném z-adickém zapisu bez zavorky a indexu oznacujiciho zaklad, tj. misto (a,a,_1...aza1ao),
pouze anan—1...G2010ag.

0

Deélitelnost zakladem
Cisla délitelna zakladem konéi ve vSech z-adickych soustavéach cifrou 0.
Pt: (21010)3 = (192)10je délitelné tfemi

Deélitelnost v Zs

Délitelnost dvéma
Pro nalezeni kriteria délitelnost dvéma v trojkové soustavé pouzijeme rozklad cisla
P = ...+ a2t + azz® + az® + a12' + ap2° na
p=(..+111las + 11laz + 1las + lay) - 2+ (... + ag + ag + as + a1 + ag).
Z tohoto zapisu je patrné, ze ¢islo je délitelné dvéma, pravé kdyz je dvéma délitelny ciferny
soucet (... + aq + ag + as + a1 + ap) ¢isla p.

PY.

(7237)10 = (100221001)3 =1-3%+2-3°+2-3*+1-33+1-3°
(1404+0+2+2+1+0+0+1); =(21)3...(1 +2)3 = (10);
... Cislo neni délitelné 2

(1264)10 = (1201211)3=1-3°+2-3°+1-334+2-3>+1-3' +1-3°
(1424+0+1+2+141)3=(22)3...(24+2)3 = (11)3...(1 + 1)3 = (2)3

... Cislo je délitelné 2

V desitkové soustavé by zapis ¢isla p vypadal takto:
p= ..+ as3* + a3 + a23? + a13' + ao3°.
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Cifra 3 v trojkové soustavé neexistuje. Cislu 3 (tj. zakladu), odpovid4 zapis (10)3(¢teme
jedna nula, nikoliv deset). Zavorku a index oznacujici zéklad budeme vynechéavat.

Deélitelnost v Z,

Délitelnost dvéma
JelikoZ p = (... + 2000a4 + 200a3 + 20as + 2a;) - 2 + ag , je ¢islo p délitelné dvéma, prave
kdyz je délitelnd dvéma cifra ag (tj. kdyz ¢éislo p koné¢i 0 nebo 2).

Délitelnost tremi
Plati
p=(..+1111ay + 11laz + 1las + 1ay) - 3+ (... + ag +az + az + a1 + ag). Cislo p je délitelné
tfemi, praveé kdyz je tfemi délitelny ciferny soucet
(... +as+az+az + a; + ap) Cisla p.

Pi.

(1236)10 = (103110), = 1-4° +3-43 +1-4%> +1- 4!

(103110)y4 ... ¢islo je délitelné 2

(1404+3+1+1+0);=(12)4...(1 + 2)4 = (3)4... ¢islo je délitelné 3
(1437)10 = (112131), =1-4° +1-4* +2-43+1-42 +3 -4 +1-4°
(112131)4... ¢islo neni délitelné 2

(14+14+2+1+3+1)y=(21)4...2 + 1)y = (3)4 ... ¢islo je délitelné 3

Deélitelnost v Zx

Délitelnost dvéma
Jelikoz p = (... + 2222a4 + 222a3 + 22a5 + 2a1) - 2+ (... + a4 + az + as + a1 + ag), je ¢islo p
délitelné dvéma, pravé kdyz je délitelny dvéma ciferny soucet cisla p.

Délitelnost tfemi
= (... +1313a4 + 131az + 13ay + lay) -3+ (... + ag + az + as + a; + ag) =
( -+ 1313(14 + 132@3 + 13@2 + 2@1) -3+ ( + a4 — 2@3 + ag — 2@1 + ag =
( + 1314(14 + 1310,3 + 14@2 + aq + CL()) . 3 + ( — dy + a3 — as + al — ao) . 2

=

Cislo p délitelné tfemi, pravé kdyz je tfemi délitelny alternovany ciferny soucet &isla p.
Délitelnost ¢tyimi

JelikoZ p = (... + 1111lay + 111ag + 1lag + lay) -4+ (... + a4 + az + az + a1 + ap), je Cislo p
délitelné ¢tyrmi, pravé kdyz je délitelny ¢tyrmi ciferny soucet cisla p.

P¥.
(1644)19 = (23034)5 =2-5* +3-5%+3-5 +4.5°
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(24+340+3+4);
(4—34+0-34+2);

(22); ... dislo je délitelné 2 a 4
(0)s... cislo je délitelné 3

(57152)10 = (3312102)5 = 355 + 355+ 154+ 2. 53 +1-52 + 2. 5
(B43+1+2+1+0+2)5 = (22)5...(2+ 2)5 = (4)5

... Cislo je délitelné 2 a 4

(2-0+1—-2+41-3+3)5 =(2)5... ¢islo neni délitelné 3

Deélitelnost v Zg

Délitelnost dvéma
Jelikoz p = (... + 3000a4 + 300a3 + 30ay + 3a;) - 2 + ag, je ¢islo p délitelné dvéma, prave
kdyz je délitelnd dvéma cifra ag (tj.ap € {0,2,4} ).
Kriterium bychom mohli objevit i takto:
Ze zéapisu p = (... + 1000as + 100a3 + 10as + la;) - 10 4 a¢ je patrné, ze posledni cifra
ap rozhoduje o délitelnosti ¢isla p vSemi déliteli ¢isla 10, tj. ¢isly 2,3, a 10 (¢islo 1 zde
neuvazujeme), nebot ¢islo (... +1000a4 + 100az + 10as) - 10 &sly 2,3 a 10 délitelné je. Cislo
p je délitelné dvéma, praveé kdyz je délitelnad dvéma cifra ay.

Délitelnost tfemi
Jelikoz p = (... + 2000ay + 200a3 + 20as + 2a1) - 3 + ag , je ¢islo p délitelné tfemi, prave
kdyz je délitelna tfemi cifra aq (tj. ag € {0,3}).

Délitelnost ¢tyrmi
JelikoZ p = (... + 1300a4 + 130a3 + 13as + lay) - 4 + 2a1 + ag , je ¢islo p délitelné ¢tyimi,
pravé kdyz je délitelné ¢tyimi ¢islo 2a; + ag .
Jiné kritérium objevime pouzitim zapisu
p = (... +100ay4 + 10a3 + laz) - 100 4 a; +ag , z néhoz je patrné, ze posledni dvojéisli a; 4 ag
rozhoduje o délitelnosti ¢isla p vSemi déliteli ¢isla 100, tj. 2, 3, 4, 13, 20, 30 a 100, nebot
¢islo ¢isly 2, 3, 4, 13, 20, 30 a 100 délitelné je. Proto ¢islo p je délitelné ¢tyimi, jeli ¢tyfmi
délitelné posledni dvojcisli.

Délitelnost péti
Jelikoz p = (... + 1111ay + 111as + 1lay + lay) - 5+ (... + a4 + as + az + a1 + ap), je ¢islo p
délitelné péti, praveé kdyz je délitelny péti ciferny soucet cisla p.

Pr.
(34734)19 = (424450)s = 4-6° +2-6* +4-6%+4-62 +5 - 6
.. ¢islo je délitelné 2, 3
... Cislo neni délitelné 4
0+5+4+4+2+4)5=(31)s...(3+ 1) = (4)6 ... Cislo neni délitelné 5

(12340)19 = (133044)s = 1-6°+3-6*+3 - 63 +4-6' +4-6°
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... Cislo je délitelné 2, 4

... C¢islo neni délitelné 3
(1+3+3+0+4+4)6=1(23)5...(2+3)6 = (5)s
... Cislo je délitelné 5

Deélitelnost v Z;

Délitelnost dvéma

JelikoZ p = (... + 3333a4 + 333a3 + 33az + 3a;1) - 2+ (... + a4 + az + az + a1 + ap), je ¢islo p
délitelné dvéma, pravé kdyz je délitelny dvéma ciferny soucet cisla p.

Délitelnost tfemi

Plati p = (... + 2222a4 + 222a3 + 22a9 + 2a1) - 3+ (... + a4 + a3 + az + a1 + ap), je ¢islo p
délitelné tfremi, pravé kdyz je tfemi délitelny ciferny soucet cisla p.

Délitelnost ¢tyfmi
Plati p = (... + 1515a4 + 152a3 + 15as + 2a1) -4 + (... + a4 — ag + as — a1 + ag) , je ¢islo p
délitelné ¢tyrmi, pravé kdyz je ¢tyimi délitelny alternovany ciferny soucet cisla p.

Délitelnost péti
Jelikoz
p = (... + 125412507 + 125412a5 + 12541as + 1254a4 + 125a5 + 1245 + lay) - 5+
+(... + 3ay + 4ag + 2as + a4 + 3az + 4as + 2a1 + ag) je Cislo p délitelné péti, pravé kdyz je
délitelné péti cislo p.

Priklad:

p=(23562); = (6120)10 =6 -7 +1- 72+ 2.7 40 7°
(1-2)7+(3-3)7+(4-5)7+(2:6)7+(1-2)7 =

= (2)7 + (12)7 + (26)7 + (15)7 + (2)7 = (63)7

(2-6)7+ (1-3)7 = (15)7 + (3)7 = (21)7a(2- 2)7 + (1 - 1)7 = (5)7

... coz je cislo délitelné péti

(2434+5+6+2); =(13+11); = (24)7...(2 + 47) = (6)7
(2-6+5—3+2); = (12— 12); = (0); ... &slo je délitelné 2, 3, 4

Délitelnost Sesti

Jelikoz p = (... + 1111ay + 111as + 1las + lay) - 6 + (... + a4 + as + az + a1 + ap), je ¢islo p
délitelné Sesti, pravé kdyz je délitelny Sesti ciferny soucet cisla p.

Priklad:

(18936)19 = (106131); =1- 7" +6-7>+1-7*+3- 7' +1-7°
(14+0+64+14+3+1);,=(15);(14+5)7 = (6)7

... Cislo je délitelné 2, 3, 6

(1-341-640—1);=—(11)7(=1+1); = (0)7 ... ¢islo je délitelné 4
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(1-1)74+(2-3)7+ (@4 -1)7+(3:6)7+(1-0)7+(2-1)7 =

= ()7 + (6)7 + (4)7 + (24)7 + (0)7 + (2)7 = (43)7

(1-3)7+(2-4)r=3)7+ (11)7 = (14)7...(1 - 4)7 + (2 1)7 = (4)7 + (2)7 = (6)7
... Cislo neni délitelné 5

(119430)10 = (1005123); =1- 7+ 7*+1-7*+2- 7' +3.7°
(14+0+0+5+1+2+3)7=(15)7...(1 +5)7 = (6)7

... Cislo je délitelné 2, 3, 6

B3—=24+1-54+0—-0+1); = —(2)7 ... ¢islo neni délitelné 4
(1-3)74+(2-2)7+(4-1)7+(3:5)7+(1-0)7+(2:0)7+ (4-1)7 =
= @3)7+ 47+ (4)7 + (21)7 + (0)7 + (0)7 + (4)7 = (42)7
(1-2)74+(2-4)7 = (2)7 4+ (11)7 = (13)7...(1 - 3)7 + (2- 1)7 = (5)7
... ¢islo je délitelné 5

Deélitelnost v Zg

Délitelnost dvéma
Jelikoz p = (... + 4000a4 + 400a3 + 40as + 4a;) - 2 + ag , je ¢islo p délitelné dvéma, prave
kdyz je délitelnd dvéma cifra ag (tj.ap € {0,2,4,6} ).

Délitelnost tfemi
Jelikoz p = (... + 2525a4 + 253a3 + 25a + 3a1) - 3+ (... + ay — ag + as — a1 + ag), je ¢islo p
délitelné tfemi, pravé kdyz je tfemi délitelny alternovany ciferny soucet ¢isla p.

Délitelnost ¢tyrmi
JelikoZ p = (... + 2000a4 + 200a3 + 20as + 2a;) - 4 + ag , je ¢islo p délitelné ¢tyfmi, prave
kdyz je délitelné ¢tyfmi cifra ag (tj. ag € {0,4} ).

Délitelnost péti
Jelikoz
p = (... + 1463146a7 + 146314a¢ + 14631as + 1463a4 + 146a3 + 14as + lay) - 5+
+(... + 2a7 + 4ag + 3as + lag + 2a3 + 4as + 3a; + lag)
je cislo p délitelné péti, praveé kdyz je délitelné péti ¢islo
( + 2(17 —f- 4@6 + 3&5 —I— 1a4 + 2&3 + 4&2 —f- 3@1 + ]_Cl,o) .

Délitelnost Sesti
Jelikoz
p = ( + 12525@5 + 1252@4 + 125@3 + 13(12 + 1@1) -6+
+(... + 2a5 — 2a4 + 2a3 — 2as + 2a; + agp), je Cislo p délitelné Sesti, pravé kdyz je délitelny
Sesti ciferny soucet (... + 2as — 2a4 + 2a3 — 2as + 2a; + ag) Cisla p.
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Délitelnost sedmi
JelikoZ p = (... + 1111ay + 111ag + 1lag + lay) - 7+ (... + a4 + asz + az + a1 + ap), je ¢islo p
délitelné sedmi, praveé kdyz je délitelny sedmi ciferny soucet cisla p.

Pr..
(52080)19 = (145560)s = 1-85 + 484+ 5.8 +5.82 +6- 8!
.. &slo je délitelné 2, 3, 4, 7
0—6+5—-5+4—1)s=—(3)s
(1+444+54+5+6+0)5=(25)5...(2+5)s = (7)s
(L-0)s+(3-6)s+(4-5)s+(2-5)s+(L-4)s+ (3-1)8=

— (0)s + (22)s + (24)5 + (12)s + (s + (3)s = (67)s
(1-0)s+(3-6)s+(4-5)s+(2-5)s+ (1-4)s+ (3-1)g ... ¢islo je délitelné 5
(1-7)s+ (3-6)s = (7)8+ (22)s = ( Ds...(1-1)s + (3 3)8 = (1)8+ (11)s =
=(12)§ =(1-2)s+ (3-1)8 = (5)s ... Cislo je délitelné 6

(27195)10 = (65073)s = 6 - 81+ 583 + 7.8 +3 . 8

.. Cislo je délitelné 7

.. Cislo neni délitelné 2, 4

(3—7+0—5+6)s=—(3)s ... cislo je delitelné 3
(6+5+0+7+3)s=(25)s.--(24+5)s = (7)s

(1-3)s+(3-7)s+(4-0)s+(2-5)s+ (1-6)s = (3)s + (25)s + (0)s + (12)s + (6)s =
= (50)s

.. Cislo je délitelné 5

(1 (3)§% +(2:7)s—(2-0)s+(2-5)s = (2:6)s = (3)s + (16)s — (0)s + (12)s — (14)s =
= (17)g

(L-T)s+(2-1)s =(11)s...(1 - 1)s +(2-1)s = (3)s

.. C¢islo neni délitelné 6

(418608)19 = (1461460)s =1-85+4-8+6-8" +1-8%+4-82+6-8!
.. Cislo je délitelné 2, 3, 4

. ¢islo neni délitelné 7
(O 6+4—14+6—-4+1)s=(0)s

(144464 1+4+6+0) = (26)5..(2 4+ 6)s = (10)5...(1 + 0)s = (1)s
(1-0)s+ (3 6)s+ (4-A)s+ (2- Dg+ (1-6)s+ (3-A)s + (4 1)g —
= (0)s + (22)s + (20)s + (2)s + (6)s + (14)s + (4)s = (72)s
2)s+(3-7)s = (2)s + (25)s = (27)8---(1 +T)s +(3-2)s = (15s)

—~
—_

1:5)s+(3-1)s = (10)s...(1 - 0)s

.. ¢islo neni délitelné 5
-O)8+(2-6)8—(2-4)8+(2-1)8—(2-6)8—1-(2-4)8—(1-2)8:

= (0)s + (14)s — (10)s + (2)s — (14)s + (10)s — (2)s = (0)s

.. Cislo je délitelné 6

_|_
—~
C,O
—_
~—
)
I
—~
w
~—
oo

—~
—_
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Deélitelnost v Zy

Délitelnost dvéma
JelikoZ p = (... + 4444a4 + 444a3 + 44as + 4ay) - 2+ (... + a4 + az + az + a1 + ag), je Cislo p
délitelné dvéma, pravé kdyz je délitelny dvéma ciferny soucet c¢isla p.

Pi.

(210256)g =6-9°+5-9' +2-92+0-93 +1-9* + 2. 9° = (124872);
(2414+04+2+5+6)g=(17)g...(1 +7)g = (8)g ... ¢islo je délitelné 2
(456244)g =4-9°+4-91 +2-92+6-93+5-9* +4-9° = (273577) 1
(445+6+244+4)g = (27)g...(2+ T)g = (10)g...(1 + 0)g = (1)g

... Cislo neni délitelné 2

Délitelnost tiemi
JelikoZ p = (... + 3000ay + 300as + 30as + 3a1) - 3 + ag , je ¢islo p délitelné tfemi, prave
kdyz je tremi délitelna cifra ag.

Pi.
(207673)g =3-9°4+7-9"+6-92+7-9°4+0-9* +2-95 = (123753)19

... Cislo je délitelné 3

(17362401)9 =1-9°+0-9' +4-92+2-93+6-91+3- 9594+ 7-95+1.9" =
... Cislo neni délitelné 3

Délitelnost ¢tyrmi
JelikoZ p = (... + 2222a4 + 222a3 + 22a3 + 2a;) -4+ (... + a4 + az + az + a1 + ap), je ¢islo p
délitelné ¢tyrmi, pravé kdyz je délitelny ciferny soucet cisla p.

Pi.

(42474T)g =7-9°+4-9' +7-92+4-93+ 2.9 1 4. 9° = (252844),
(44+24+4+T+4+T)g=(31)g...3 + 1)g = (4)9

... Cislo je délitelné 4

(2102024)g =4-9°+2-9' 4+ 0-92+2-93+0-9* +1-9° +2- 95 = (1123411);
2+1+04+24+0+2+4)g = (12)g...(1 + 2)g = (3)g

... Cislo neni délitelné 4

Délitelnost péti
Jelikoz
p=(..+171717a¢ + 17172a5 + 1717a4 + 172a3 + 17ay + 2a1) - 5+
+(... + ag — as + ag — az + as — lag + ag) je ¢islo p délitelné péti, pravé kdyz je délitelny
alternovany ciferny soucet cisla p.

33



Pr.
(774230)g =0-9°+3-9' +2-92+4-93 4+ 7-9* + 7. 9° = (462375)1
(0—-34+2—-44+T7—"T)g=—(5)g ... islo je délitelné 5
(128532)g =2-9°+3-9' +5-924+8-93 +2-9* +1-9° = (78437)y
(2—-34+4—8+47)g=(—3)g ... ¢islo neni délitelné 5
Délitelnost Sesti
Jelikoz
p = (... + 1444a4 + 144a3 + 14as + lay) - 6 + (... + 3a4 + 3as + 3as + 3a; + ag), je ¢islo p
délitelné Sesti, praveé kdyz je délitelny ciferny soucet cisla p.

Pr.

(372660)g = 0-9° +6-9' +6-92+2-93 +7-9* + 3. 9° = (225072) 10
(04+3-6+3-64+3-2+3-7+3-3)9=(80)9

(0+3-8)g = (26)9...(6 +3-2)g = (13)...(3 + 3 - 1)g = (6)g

.. ¢islo je délitelné 6

(415431)g =1-9°+3-9' +4-92 +5-93 +1-9" + 4 - 9° = (246754),
(14+3-3+3-443-5+3-1+3-4)9=(56)9...(6 +3-5)g = (23)g
(34+3-2)9g = (10)g...(0+3-1)g = (3)

... Cislo neni délitelné 6

Délitelnost sedmi
Jelikoz
p=(..+111lay + 11lasz + 1las + lay) - 7+
+(... +1112a4 + 112a3 + 12a3 + 2a1 + ag) , je ¢islo p délitelné sedmi, praveé kdyz je délitelny
sedmi ¢islo (... + 1112a4 + 112a3 + 12a3 + 2a; + ay) -

Pr.

(643)g =3-9°+4-9' +6- 92 = (525) 1

(B+2-4412-6)9g = (85)g...(5 +2-8)g = (23)g...(3+2-2)g = (3+4)? = (7)g
... Cislo je délitelné 7

Délitelnost osmi

Jelikoz p = (... + 1111ay + 111as + 1lay + lay) - 8 + (... + a4 + a3 + az + a1 + ap), je ¢islo p
délitelné osmi, praveé kdyz je délitelny ciferny soucet cisla p.

Pr.

(1425723)g =3-9°+2-9' +7-924+5.93 + 2.9 +4.95 + 1. 9% = (784992),,
B4+24+T7+5+2+4+1)g=(26)9...(24 6)9 = (8)9

... Cislo je délitelné 8

(415431)g =1-9°+3-9' +4-92+5-93 +1-9% + 4. 9% = (246754),,
(1+3+4+5+1+4)g=1(20)9...(2+0)g = (2)g

... ¢islo neni délitelné 8
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Deélitelnost v Zy

Tabulka zbytkd vyjadiujicich kriteria délitelnosti jednotlivymi prirozenymi ¢isly

Délitelnost v oborech integrity

Necht S je obor integrity, tj.asociativni, komutativni okruh s 1, bez délitelti nuly
(a,b € S;a#0,b#0 je ab # 0). Necht a,b € S.

Budeme fikat, ze b déli a , jestlize existuje ¢ € S tak, Ze bc = a. PiSeme ba.
(2-3=6,2[6)

Budeme fikat, ze prvky a,b € S jsou asociované, jestlize a | b a souc¢asné b|a. PiSeme a ~ b.
(2]2,2|2)

Prvky asociované s jednotkovym prvkem 1 se nazyvaji délitelé jednotky. Mnozinu vsech

déliteld jednotky znac¢ime U(S).

Necht S je obor integrity. Potom plati:

1. al0, 1|a, ala pro kazdé a € S.

0:2=0,2:1=22:2=1

2. Jestlize alb, b|c, potom alc.

4:2=2,16:4=4,16:2=28

3. Jestlize a|b, c|d, potom ac|bd.

4:2=2,6:2=3,24:4=6

4. al0 pravé tehdy, kdyz a = 0.

5. Jestlize aclbc, ¢ # 0, potom a | b.

(3-4):(1-4)=12:4=33:1=3

6. Jestlize ala; pro kazdé i =1, ... n , potom a|(r1a; + r2a2 + ... + rpay)
pro kazdé rq,...,r, € S.

Necht S je obor integrity. Potom plati:
1.U(S) tvofi grupu s operaci nasobeni.
2.a ~ b v § pravé tehdy, kdyz existuje u € U(S) tak, ze au = b.
3~ (=3),u=-1€U(Z),3 (-1)=—3

Necht S je obor integrity, necht a,b € S.

Rikame, Ze a je trivialni délitel prvku b, jestlize a ~ 1 nebo a ~ b.

Prvek p € S\ U(S),p # 0 se nazyva ireducibilni, jestlize ma pouze trivialni délitele, tj.
jestlize a|p, potom a ~ 1 nebo a ~ p.

Necht S je obor integrity, necht v S plati podminka (KRD).

Jestlize ay, ...ay..., je posloupnost prvkia z S takova, Ze a,i1|a, pro kazdé n € N, potom
existuje k € N tak, ze pro kazdé r € N je ayy, ~ ai.
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Potom pro kazdy nenulovy prvek a € S\ U(S) existuje ireducibilni prvek p € S takovy, ze
pla.

Necht S je obor integrity. Nenulovy prvek p € S U(S) se nazyva prvocinitel, jestlize pro
kazdé dva prvky a,b € S plati: kdyZ p|ab, potom p|a nebo p|b.

Necht S je obor integrity. Je-li prvek p € S procinitel. Potom p je prvek ireducibilni.

Obor integrity S se nazyva Gausstuv obor integrity (obor integrity s jednoznaénym kano-
nickym rozkladem), jestlize pro kazdé a € S\ U(S),a # 0 existuje u € U(S) a existuji
ireducibilni prvky pi,...,pr € S takové, ze a = upips...px, pricemz tento zapis je jedno-
znacny, tj. jestlize a = vq1¢s...q,, kde v € U(S), ¢i, ...g-jsou ireducibilni prvky S,potom r =
k a existuje bijekce ¢ : {1,...,k} — {1,...,r} takova, ze pro kazdé i = 1, ...,k je p; ~ qu(;).
Tento jednoznacny rozklad prvku a se nazyva kanonicky rozklad prvku a.

Kanonicky rozklad a = up;ps...p, mizeme piepsat do tvaru a = upfpi2..p"t kde u €
U(S),p1, ..., jsou ireducibilni prvky, m,i € N pro kazdé i = 1,... ,1a p; # p; pro kazdé
i

36=1-2%2.33

—-36=-1-22.33

Necht S je Gaussuv obor integrity, necht a = upips...pr,b = v¢q1¢o...q, jsou kanonické
rozklady nenulovych prvki a,b € S. Potom a | b pravé tehdy, kdyz existuje prosté zobrazeni
o :{1,....k} = {1,...,r} takové, Ze p; ~ q,() pro kazdé i = 1, ... k.

Obor integrity S se nazyva eukleidovsky, jestlize existuje zobrazeni
o :0— Z takové, ze plati:
1. o(a) > 0 pro kazdé a € S
2. pro kazdé a,b € S, b # 0 existuji ¢q,r € S tak,
ze a = bg + r,kde r = 0 nebo o(r) < o(b)
Zobrazeni o se nazyva ohodnoceni.

Necht S je komutativni , asociativni okruh s 1, necht a € S. Potom mnozina aS = {as :
s € S} je idedl okruhu S.

Necht S je komutativni, asociativni okruh s 1. Jestlize I je ideal okruhu S takovy, ze I =
aS, kde a € S, potom [ se nazyva hlavni ideal.

Komutativni, asociativni okruh s 1 se nazyva okruh hlavnich idealti, jestlize kazdy ideal
okruhu S je hlavni.
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Obor integrity S se nazyva obor integrity hlavnich ideald,jestlize kazdy ideal oboru integrity
S je hlavni.

Necht S je okruh hlavnich ideéld, necht a,b € S. Potom plati:
1. alb pravé tehdy, kdyz bS C aS
2. a ~ b pravé tehdy, kdyz aS = bS.

Necht S je okruh hlavnich ideédld, necht I; C I, C ...I, C ... jsou ideély okruhu S. Potom
existuje k € N tak, ze I, = 141 = ..., tj. pro kazdé j € Nje Ij4; = I, .

Necht S je okruh hlavnich ideali, necht a,b € S jsou libovolné prvky. Potom mnoZina
aS 4+ bS = asy + bsy : s1,589 € S je idedl okruhu S, a tedy existuje d € S tak, ze dS = aS
+bS. Potom d ~ (a,b).

Necht S je obor integrity, necht a,b,d € S. Rikdme, Ze d je nejvétsi spoleény délitel prvki
a,b, jestlize plati:

1. dla,d|b

2. jestlize prvek g € S je takovy, ze gla, g|b, potom g|d. PiSeme d = (a, b).

Je-li dy = (a,b),dy = (a,b), potom dy ~ dy .

Necht S je Gausstv obor integrity. Potom existuje nejvétsi spoleény délitel libovolnych
dvou prvki z S, tj. pro kazdé a,b € S existuje d € S tak, ze d ~ (a,b).

Eukliduv algoritmus
Necht S je eukleidovsky obor integrity. Potom v S existuje nejvétsi spole¢ny délitel libo-
volnych dvou prvki z S.

Necht S je eukleidovsky obor integrity, necht a,b € S . Potom existuji prvky u,v € S
takové, ze (a,b) ~ ua + vb.

Necht S je obor integrity, necht a = bg + r pro a,b,q,r € S. Potom existuje nejvétsi
spolecny délitel prvka a, b pravé tehdy, kdyz existuje nejvetsi spoleény délitel prvka b, r.
Plati (a,b) ~ (b, 7).

Je-li S eukleidovsky obor integrity, potom S je okruh hlavnich ide&lt.

Necht S je obor integrity hlavnich idealti. Potom S je Gausstv obor integrity.

Kazdy eukleidovsky obor integrity je Gaussiiv obor integrity.
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Gaussova cela disla
Gi={m+ni; m, ne Z}
(m+ni)+(k+li)=m+k)+(n+0)i,mnkleZ = m+kn+leZ
(m + ni) - (k + li) = mk + nki + mli + nli® = (mk — nl) + (nk +ml)i, m, n, k, 1€ Z,
mk - nl, nk + mr € Z
G; je obor integrity, protoze:
(m—+ni)-(k+1i))=0= (mk —nl)+ (nk+ml)-i=0
mk —nl =0= m?k —nml =0
nk+ml=0= n?k +nml =0
m?k +n?k =0= (m?>+n?) - k=0
Pokud m+ni#0 = m#0nebon#0=m?>+n>#0= k=0
—nl=0aml=0=1=0=k+1li=04+0=0
Definujeme ohodnoceni o(m + ni) = m? +n? =| m +ni |> = o(m +ni) >0
VYm + ni € G
a:a1+a2i
b=10by + byi,b# 0= by # 0 nebo by # 0

a _ (a1+a2i)-(b1—boi) _ a1bi+aby + b1az—a1b2i

b bi+b3 bi+b3 bi+b3

Oznacme:

a1b1 + agbg = C
b1a2 — albg = Cy
b+ b3=d

s= 9+ g
4e€Q..IqeZtak ze| G —q <
2ec@Q..IqpeZtak ze|2 —q|<
Polozme & —q1 =&, 2 —qp =& ... [& < %, |§2|§%
S=8+q, T=8L1Tq¢

F=9 4+ %= (G +q) (&t q@)i = (6 + &)+ (@ + g20)

a = ay + axi = (& + &9)b + (q1 + qoi)b

a€ Gy, (n+qi)beG = (L +&)beG;, beG;

o((&1 + &i)b) = o (&1 + &ai) - (by 4 o)) =] (&1 + &21) - (by + bai) [P=
=[ & + &1 [| by 4 bai |P= (68 +&3)- | by + bai < (5 + 1) - (b1 + boi)?
1G1<; = <1 &I = &<

= o((& + &a)b) fracl2(b? + b3) < b + b3 = o(b)

o je ohodnoceni

G, je euklidovsky obor integrity

NI—= N
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Jak vypadaji jednotky v G; ... (m +ni) | 1

(m + ni)(k + 1) =1

VmE4n2 VTR =|m+ni||k+1i|=| (m+ni)(k+ ) |=1]=1
(m? +n?)(K*+1?) =1

Vm?+n?=1

m2+n?=1=1

m>=1An*>=0...m=+1,n=0...1,-1

m2=0An* =1...m=0n==x1...4—i

U(G)={1, -1, i, -i}

P¥.

G(v/5i) =m +/5in; m, n€ Z

(m +nv/5i) + (k +1v/5i) = (m + k) + (n+ 1)v/5i € G(v/51)
(m 4 nv/5i)(k + 1v51) = (mk — 5nl) + v/5i(ml 4+ nk) € G(+/5)
jestlize

(m4nV5i) (k+1v5i) = 1 ... | m4nV5i | - | k+1V5i |=| (m+nv5i)(k+1V5i) |[=| 1 |=1

| m + n/5i |= vVm? + 5n?

| k+1v/5i |= VE2 + 512

(m?+5n?)- (K*+5%) =1*=1...m*+5n*=k*+51*=1

Pokud n #0 ... m*+5n? > 1 ... (m?+5n?) - (k* +50*) > 1 ... spor

m?+5n% € Z

k*+512 € Z

k++V5il #0 ... K2 +512#0

= n =20, stejné¢ 1 =0

— m + n\/a =m

= k+1Vbi=k

m?k?=1..m*>=1 A K?=1...m=+1..U(GH5))=1, -1

(2 +3v5i)(2 —3v5i) = (4 +9-5) + (=6 + 6)v/5i = 49

2 +3/5i | 49 2 — 3+/5i | 49

749 7|49

.. G(+/57) neni Gausstiv obor integrity protoze kanonicky rozklad &sla 49 neni jedno-
znacny

Pr.

G(V2)=m +2n|m, n € Z}
o(m+v2n) =| m? — 2n% |> 0

a=a+ \/§a2

b= by + v/2b,

b#£0

a _ (a1+a2v2)-(b1—b2v/2) _ aiby—2agby + (a2b1—a1b2)v/2
b (b1+b2v/2)-(b1—b2v/2) b2 —2b2 b2 —2b2
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by —2a;b
BT i (S|

aQb%‘fzilgbz =q2+ &

q1, 42 € 27 ‘51

4= (1 + &)+ (@ + E)V2 = (g1 + V2¢) + (& + V28)
a= (g4 vV2q)b+ (& + V26)b

a€ Gy (+V2p)b €Gy ... (+V25)beGibe G,

o(r) = & =265 | b7 =207 [< (| & P +2 | & [P)o(b) < (3 +2- 7)o(b) = Fo(b) < o(b)
G(v/2) je euklidovsky obor integrity = je Gaussiiv obor integrity

Pr.
G(v2i)={m +/2ni | m, n € Z}

o(m+v2ni) = m? +2n? > 0

a = a; + \/2ayi

b = by + V/2byi

b#0

a _ (a1+a2v/2i)-(b1 —bav/2i) _ a1bi42a2by + (a2b1—a1b2)v/2i
b (br+bav/26)-(b1—bav/2i) b3+2b3 b3+2b3
SR = 6

asb1 —2a1bo — +
b2 202 G2 + &2

G, G2 € Z, |£1 ’g; |£2‘§%
% = (Q1 +§1) + (Q2 +fg)\/§i = (Q1 + \/§q2i> + (51 + \/5521)

a = (g1 + vV2q0)b + (&1 + V2&0)b
a€Gi, (1 +V2pibe Gy ... (E1+V25i)be Gy, beG;

o(r) = (& +265) - (07 +263) < (| & P +2 [ & [P)o(b) < (3 +2- Pa(b) = Jo(b) < a(b)
G(+/2i) je euklidovsky obor integrity = je Gausstiv obor integrity
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Pr.

G(V2)={m ++2n| m, n € Z} je euklidovsky - Gausstiv
o(m++v2n) =| m? —2n% |> 0

Jak vypadaji délitelé 1

(k+1v/2)(m +nv2) =1

o(k+1v2) - o(m+nv2) = k* — 212 | - | m® — 2n? |

| K2 =202 |- |m?=2n2|=1... | kK2 =22 |=1...k? = 21> = £1
L k=2£1,1=0

L E1+0-V2

Hledame v oboru Z feSeni rovnice:

k? — 212 = £1 ... Pellova rovnice

Pellovy rovnice: 2* — Dy* = +1
2> — Dy’ =41 ... k* =22 =41 ... D=2
Pellovy rovnice mtizeme fesit PQa algoritmem. Je to jedna z hlavnich metod feseni Pello-
vych rovnic. [viy. literatura: Solving the generalized Pell equation zo — Dys = N|
Py, Qo, D jsou celd ¢isla takova, ze Qg # 0, D > 0, neni druhou mocninou, P? = D (modQ)
Polozme:
A_QZO, A_lzl, B_Qzl, B_1:0, G_QZ—PO GG_1:Q0
Potom:
ao = [ (Po+VD)/Qo)
Ao = aoA,l + A,Q
By =ayB_1+ B_,
G() = CL()G_1 + G_Q
Dale Vi > 1 klademe:
a; = [(P +VD)/Qi]
A = a;Ai1+ Aia
Bi=a;B; -1+ Bi
Gi=a;Gi1 + Gy
Pi=a;1Qi1— Py
Qi= (D — P?/Qi-1)

(G;, B; budou feseni rovnice

Volime-li pro D =2 Py =0, Q9 = 1, potom Qg =1 # 0, D = 2 > 0 a neni druhou
mocninou prirozeného cisla

P} —D=0*-2=-2-1, tedy P? = D(mod Qo)
Uziti PQa algoritmu ziskavame:

Ao,=0 A =1

B,=1 B.1=0

G_QZ—P():O, G_le():].
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a0 = [(Po+VD)/Qo) = a0 = |0+ V2)/1] = V2] =1
AozaoA_1+A_2:1'1+0:1
BozaoB_1+B_2:1'O+1:1
GozaoG_1+G_2:1'1+0:1

Reseni: x = Gy, v = By
12—-2.12=-1

Pro i=1 mame:
PlzaoQo—P():l‘l—O:l
Q1= (2-PF/Qo) =(2-1%)/1=1
a1 = [(PL+v2)/Qi] = [(1+v2)/1] =2
A1:CL1A0+A_1:2'1+1:3
BlzalBo+B_1:2'1+O:2
G1:a1G0+G,1:2-1+1:3

Reseni: 2 = Gy, y = By
3?2 -2.22=1

Pro i=2 méame:
szalQl—P1:2-1—1:1
Q2:(2—P22/Q1):(2—12)/1:1
az = [(Pr +V2)/Qa] = [(1+V2)/1] =2
A2:a2A1+A0:2-3—|—1:7
BQICL231+BOI2'2+1:5
G2:a2G1+G0:2-3+1:7

Reseni: © = Gs, y = B,
72-2.52=—1

Pro i=3 méame:
PgZ(IgQQ—PQZZ'l—l:l
Q3= (2-PF/Q) = (2-1)/1=1
a3 = [(P3+v2)/Qs] = [(1+v2)/1] =2
A3:G3A2+A1:2'7+3:17
B3:CL3B2+31:2'5+2:12
G3:a3G2+G1:2-7+3:17

Reseni: x = G3, y = Bj
177 -2-122 =1

Dale viz. tabulka:
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i [ P1Q; | a A; B; G; G? — DB? X =G;,y=B;
—2 0 1 1 —1
—1 1 0 1 1 1
00|11 1 1 1 -1 +1++/2

1 [ 1]1]2 3 2 3 1 3+2v/2

2 111112 7 5 7 —1 +7 +5v/2
31112 17 12 17 1 17 £ 12v2

4 1 11]1]2 41 29 41 -1 +41 + 29/2

5 11112 99 70 99 1 99 + 70v/2

6 | 1]1]2 239 169 239 -1 1239 + 169v/2
711]1]2 577 408 577 1 577 + 408v/2

8 [ 1112 1393 985 1393 -1 +1393 + 985v/2

9 [1]11]2 3363 2378 3363 1 3363 + 2378v/2
0112 8119 5741 8119 -1 +8119 + 5741v/2
11]1]1]2] 19601 13860 19601 1 19601 + 13860+/2
121 1]2] 47321 33461 47321 —1 +47321 + 334612
131 1] 2] 114243 80782 114243 1 114243 + 80782+v/2
14 [ 1] 1|2 275807 | 195025 | 275807 -1 +275807 + 195025v/2
15 1] 1|2 665857 | 470832 | 665857 1 665857 + 470832/2
16 1] 1]2] 1607521 | 1136689 | 1607521 —1 +1607521 + 1136689+/2
17 1] 1 |2 3880899 | 2744210 | 3880899 1 3880899 + 2744210+/2
18] 1|12/ 9369319 | 6625109 | 9369319 —1 +9369319 + 66251092
19 1] 1] 2]22619537 | 15994428 | 22619537 1 22619537 + 15994428+/2
20| 1 | 1 |2 ]54608393 | 3861395 | 54608393 -1 +54608393 + 3861395v/2

Celod¢iselnd feseni rovnice z2 — 2y? = %1 lze psat rekurentné:
1'0:1, .ZC1:1, y():l, y1:0

Vk > 1

Tp =201+ Tp_o
Yk = 2Up—1 + Yr—2

2?2 — 3y? = +1

A_QIO, A_lz].
B,=1 B.,=0
G_QZ—POZO, G_le():l
G*, —-DB* =12-3.0=1
xr =1, y =0 je feseni
Pro i=0

ap = [(Po+VD)/Qo] = [(0++3)/1] =1
A0:a0A71+A72:1'1+O:1
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BozaoB,1+B,2:1'O+1:1
G():CL()G_1+G_2:1'].+0:1

Reseni: © = Gy, y = By

12-3-12=-2
neni feseni

Pro i=1 mame:

PlzaoQo—P():l']_—O:l
Q1=(2-P//Qo) =(3-1%)/1=2
a1 =[(PL+v3)/Q1] = [(1+V3)/2] =1
Al=aAg+A1=1-1+1=2
BlzdlBo+B_1:1'1+O:1
G1:a1G0+G_1:1-1—1—1:2

Reseni: v = G4, y = B,

22 -3.12=1
je Teseni

Pro i=2 mame:

szalQl—Plzl-Z—lzl

Q= (2— P}/Q)) = (3-12)/2=1

ay = [(P2+V2)/Q2] = [(1+V3)/1] =2
A2:a2A1+A0:2-2—|—1:5
BQICL231+BOI2'1+1:3
G2:a2G1+GOZ2'2+1:5

Reseni: z = Gy, y = By

52 -3-32=-2
neni feseni

Pro i=3 mame:

szagQg—P2:2-1—1:1

Qs = (2= P}/Qs) = (3—12)/1=2

a3 = [(Ps+v2)/Qs] = [(1+3)/2] =1
A3ZG3A2+A1:1'5+2:7
B3:&332+Blzl'3—|—1:4
G3:G3G2+G1:1'5+2:7

Reseni: © = G5, y = B

7?-3-42=1
je Teseni

Daéle viz. tabulka:
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i | B Qs | a; A; B; G, G? — DB?
—2 0 1 0 -3
-1 1 0 1 1

0 0 1 1 1 1 1 -2

1 1 2 |1 2 1 2 1

2 1 1|2 5 3 5 —2

3 1121 7 4 7 1

4 1 1|2 19 11 19 —2

5 1 2 11 26 15 26 1

6 1 1 ]2 71 41 71 -2

7 112 |1 97 56 97 1

8 1 1 ]2 265 153 265 —2

9 1121 362 209 362 1
10 | 1 1|2 989 571 989 -2
11 | 1 2 11 1351 780 1351 1
12 | 1 112 3691 2131 3691 —2
13 | 1 2 |1 5042 2911 5042 1
14 | 1 1| 2| 13775 7953 13775 —2
15 | 1 2 | 1| 18817 | 10864 18817 1
16 | 1 1 | 2| 51409 | 29681 | 51409 —2
17 | 1 2 | 1| 70226 | 40545 | 70226 1
18 | 1 1 | 2 ] 191861 | 110771 | 191861 —2
19 [ 1] 2 | 1 ]262087 | 151316 | 262087 1
20 | 1 1 | 2| 716035 | 413403 | 716035 -2

Pr.
22 — 2% = 2
PO = 07 QO = 2, potom
Qo=2#0, D=2>0, neni druhou mocninou pfirozeného ¢isla
B} —D0?—2=—-1-2= P? = D(modQo)
Uzitim PQa algoritmu ziskame:
Ao,=0,A1=1
Bo=1 B;=0
G_QZ—POZOGG_1:Q0:2

Pro i=0
ap = [(Po+vD)/Qo) = [(0++2)/2] =0
AozaoA_1+A_2:O'1+O:O
BOZCLOB_1+B_2:0'O—|—1:1
G():aoG,l—l-G,Q:O'Q‘i‘O:O

Reseni: © = Gy, y = By
02—-2-12=-2
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Pro i=1 mame:
PlzaoQo—P():O'z—O:O
Qi =(2-P7/Qo) =(2-0%)/2=1
ar = (P +v2)/Qu] = [0+ V2)/1] =1
Alzale—i—A,l:l-O—i—l:l
BlzalBo—i-B,l:l’l—i—O:l
G1:a1G0+G_1:1'0—|—2:2

Reseni: v = Gy, y= B
22 _2.12=2

Pro i=2 méame:
PQZCLlQl—Plz]_'l—O:l
Qs = (2— P}/Q1) = (2—12)/1=1
az = [(P2+V2)/Qz] = [(1+V2)/1] =2
A2:a2A1+A0:2~1+O:2
32:a231+30:2-1+1:3
G2:a2G1+G0:2-2+O:4

Reseni: © = Go, y = B,
42 - 2.32= -2

Pro i=3 mame:
P3:a2Q2—P2:2-1—1:1
Qs = (2= P}/Qs) = 2—12)/1 =1
a3 = [(Ps+v2)/Qs] = [(1+v2)/1] =2
A3:(I3A2+A1:2'2+1:5
B3:CL332+31:2'3—|—1:7
G3:CL3G2+G1:2'4+2:10

Reseni: © = G5, y = B
102-2-77=2
Déle viz. tabulka:
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i | P Q| a A; B; G; G? — DB?
-2 0 1 0
-1 1 0 2
010210 0 1 0 -2
110111 1 1 2 2
2 1112 2 3 4 -2
31|12 5 7 10 2
4 11112 12 17 24 -2
5 111112 29 41 58 2
6 |1 |1 ]2 70 99 140 —2
70112 169 239 338 2
8 |1 |12 408 577 816 —2
9 |1 |12 985 1393 1970 2
101112 2378 3363 4756 -2
1111112 5741 8119 11482 2
12111112 13860 19601 27720 —2
1311 ] 1|2 33461 47321 66922 2
14|11 ]2 ] 80782 114243 | 161564 —2
15 1 | 1 | 2] 195025 | 275807 | 390050 2
16 | 1 | 1 | 2| 470832 | 665857 | 941664 —2
17 | 1 ] 1 | 2| 1136689 | 1607521 | 2273378 2
18 | 1 | 1 | 2 | 2744210 | 3880899 | 5488420 —2
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